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अककथनत 


यह पुस्तक “मिडिल स्कूलीं के लिए गणित” पुस्तकमाला के अंतर्गत पुस्तक वा 
का भाग ] है। यह पुस्तक उसी आधार पर लिखी गई है जिस आधार पर राष्ट्रीय शैक्षिक 
अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा ही इससे पहले की पुस्तकें, पुस्तक ॥ तथा पुस्तक | 
का भाग [ तैयार की गई थीं । इसमें वास्तविक जीवन की स्थितियों को सुदृढ़ करने में 
सहजज्ञान और पर्यव्रेक्षण के प्रयोग पर बल दिया गया है तथा गणित को एक सरल और 
दर ढंग से प्रस्तुत किया गया है। 
इस पृस्तक का प्रथम प्रारूप कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय के गणित विभाग के वरिष्ठ 
प्रोफेसर और अध्यक्ष (अवकाश प्राप्त) प्रो० एस० डी० चोपड़ा तथा विज्ञान एवं गणित 
शिक्षा विभाग के डा० के० सी० भदान द्वारा तैयार किया गया । फिर इस प्राहृप को फरवरी' 
और मारे 978 में राष्ट्रीय शिक्षा संस्थान कैम्पस में तथा अग्रस्त 978 में अलीगढ़' 
मुस्लिम विश्वविद्यालय में आयोजित बैठकों में गणित शिक्षकों और विषय-विशेषज्ञों के एक. 
समूह को दिखाया गया। मैं लेखकों प्रोफेसर एस०डी० चोपड़ा और डा० के०प्ती० मदान का 
उनके अद्वितीय योगदान के लिए तथा कार्यशिविर में भाग लेने वाले व्यक्तियों का उनकी 
प्रतिक्रियाओं और सुझावों के लिए अत्यंत आभारी हूँ।.. 
अंतिम लेखत और विषय-संपादन का कार्य प्रो० मसतमोहन सिह अरोर और 
श्री महेन्द्र शंकर ने अपने हाथ में लिया। इसके हिन्दी संस्करण की देख-रेख श्री महेन्द्र शंकर 
और ड/० कै० सी० मदान ने की। मैं इनमें से प्रत्येक के प्रति आभार प्रकट करता हूँ विशेष 
रूप से प्रो० मनमोहन सिंह अरोरा के प्रति जिन्‍्हींने इस कार्य को इतनी अच्छी प्रकार से 
अत्य-समय में ही पूर्ण किया । 
परिषद्‌ ने शिक्षकों और विद्यार्थियों से प्राप्त समालोचनाओं के आधार पर सर्देव 
: अपनी शैक्षिक सामग्री में सुधार करने का प्रयत्न किया है। हमे अगले संस्करण में संभव 


सुधार हेवु उनकी प्रतिक्रियाओं का कृतज्ञता से स्वागत करेंगे । 
शिब के० भिन्न 


निवेशक 
नई दिल्‍ली राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान 
सितम्बर, [978 | और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


प्रस्तावना 


यह पुस्तक “मिडिल स्कूलों के लिए गणित” पुस्तकमाला में कक्षा शा 
के लिए पुस्तक का भाग 7] है। यह भाग ] की अगली लड़ी है। इसमें जो कुछ दिया गया है 
वहू सामास्यतया व्यावसायिक गणित, ज्यामिती और सांख्यिकी विषय शीर्षकों के अंतर्गत 
पढ़ाया जाता है । 


लगभग पिछले दस वर्षों से जब से, हमारे देश में तथाकथित “आधुनिक” गणित 
का सूत्रपात हुआ, विद्यमात परिस्थितियों में उसकी उपयोगिता और विद्यार्थियों में उसके प्रति 
अभिरुचि के बारे में चित्ता बढ़ती जा रही है । सामग्री को पढ़ाने में शिक्षकों को कठिनाइयों 
का सामना करता पड़ा, विद्यार्थियों को संकल्पनाएँ समझने में कठिनाई हुई तथा अभिभावकों 
ने, इच्छा होते हुए भी, गणित के अध्ययन में अपने बच्चों की सहायता करने में अपने को 
असमर्थ पाया । 


अतः राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ को गणित के पाठय-क्रम में 

विस्तृत संशोधन करने का कार्य अपने हाथ में लेना पड़ा। इस' कार्य में जो केवल एक 

मार्गदर्शक उद्देश्य था वह यह था कि हम बच्चे को किसी स्तर पर जो गणित पढ़ाते हैं उसे न 

' केबल सरलता से उसके समझते योग्य होता चाहिए बल्कि उसको उसके वातावरण से भी यथा 

सम्भव सम्बन्धित होना चाहिए। इसके साथ ही, हमारे विकास के लक्ष्यों और हमारे उपलब्ध 
साधनों के परिप्रेक्ष्य में इसे हमारे समाज की आवश्यकताओं के अनुकूल भी होता चाहिए । 


इत्त पुस्तक का प्रथम प्रारूप कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय के गणित विभाग के वरिष्ठ 

प्रोफेसर और अध्यक्ष (अवकाश प्राप्त) प्रो० एस० डी० चोपड़ा तथा विज्ञान एवं गणित शिक्षा 

विभाग के डा० के० सी० मदात द्वारा तैयार किया गया। फिर गणित शिक्षकों, विषय 

विशेषज्ञों एवं राज्य शिक्षा संस्थानों / राज्य विज्ञान शिक्षा संस्थानों के प्रतिनिधियों के एक 

समूह द्वारा अपने अनुभव और पृष्ठभूमि के आधार पर इसका समालोचन किया गया । 

न मैंने अपने साथी श्री महेन्द्र शंकर के साथ इस पुस्तक का संपादन कार्य अपने हाथ 
या। 


(४) 
इस पुस्तक के हिंतदी संस्करण की देख-रेख श्री महेद्व शंकर और 
डा० के० सी० मदान ने की । 
मुझे कार्यशिविर में भाग लेने वाले व्यक्तियों के प्रति उतके योगदान के लिए, प्रो० 
एस० डी० चोपड़ा के प्रति उनके परिषद्‌ में हमारे कार्य से संबद्ध होने के लिए तथा अपने 
साथियों डा० के० सी० मदान और श्री महेन्द्र शंकर के प्रति अपती कतज्ञता अवश्य प्रकट 
करनी घाहिए। 


'मैं इस पुस्तक की कुछ विशेषताओं को बताना चाहूँगा जो कि पुस्तकमाला की पहली 
पुस्तकों में भी विद्यमान थीं और वे तीचे दी जा रही हैं : 


(0) किसी संकल्पना का ज्ञान कराते से पहले बच्चे को अभिप्रेरित करने के लिए 
उपयुक्त उदाहरण दिए गए हैं; 

(3) भाषा सरल और रोचक है । 27 से 37 की आयु के बच्चे की शब्दावली को 
ध्यान में रखा गया है ; 

॥॥) प्रमुचित हल किए हुए प्रश्नों के उदाहरण प्रचुर मात्रा में दिए गए हैं ताकि 
विद्यार्थी संकल्पना के अनुप्रयोग में अभिरुचि ले सके ; 


(४) जहाँ तक हो सका है, अनावश्यक आधुनिक शब्दावली और लिपिचिन्हों को छोड़ 
विया गया है ; 


(५) पुस्तक को छोटे एककों में विभाजित किया गया है। प्रत्येक एकक के प्रारम्भ में 
यहू बताया गया है कि इस एकक में क्‍या है तथा प्रत्येक एकक के भंत में मुख्य 
संकल्पनाओं की एक सूची दी गई है ताकि विद्यार्थी यह तुरन्त स्मरण कर सके 

, कि एक विशेष एकक में उसने क्या पढ़ा है ; ; 

(२) प्रत्येक एकक में जो प्रश्नावलियाँ दी गई हैं वे इस अभिप्राय से दी गई हैं कि 
शिक्षकों को तुरन्त संभव प्रश्नों का एक बैंक प्राप्त हो जाए ताकि वे विभिन्‍्त 
योग्यता-स्तर के विद्याथियों की आवश्यकताओं को भली भाँति पूर्ण कर सकें ; 

(शो) उपयुक्त स्थानों पर विविध प्रश्नावेलियों को सम्मिलित किया गया है ताकि विद्यार्थी 
सामग्री का आकस्मिक पुनतरावलोकत कर सके ; 

(शांत) कठित' प्रश्न और अनुच्छेद तारांकित किये गए हैं ; 

(४) विभिन्‍ल स्थानों पर "क्यों ?” लगा दिया गया है ताकि उत्तर ज्ञात करने के 
प्रक्रम में विद्यार्थी को अपने विचार सुदृढ़ बनाने में सहायता मिल सके । अतः 


शिक्षक से यह आशां की जाती है कि वह स्वयं इनके उत्तर देने के ब्रदले विद्यार्थी 
कौ इनके उत्तर देने के लिए प्रेरित करे ; 


(शा) 


(४) विविध प्रश्वावलियों के अतिरिक्त प्रत्येक प्रशावली में प्रश्न सरलता ते कठिनता 
के क्रम में दिए गए हैं । 


भव विद्यार्थो के लिए दो शब्द कहना उचित ही होगा : 


आप गणित की इस पुस्तक को पढ़ने जा रहे हैं। यदि आप प्रारम्भ से ही सीखने की 


कुछ 'अच्छी' आदतें अपना लें तो आप गणित के अध्ययत्त को आकर्षक और अधिक सार्थक 
पाएँगे । सीखने की कुछ 'अच्छी' आवतें नीचे सुझाई गई हैं : 


[. 


्ज>ऊ 
क 


गणित केवल कार्य करने से सीखा जाता है। अपनी पाठ्य पुस्तक को केवल पढ़िए ही , 
नहीं ॥ आपको अपने पास सर्देव एक पेंसिल और कागज रखता चाहिए और पुस्तक के 
अनुसार कार्य! करना चाहिए। 


» पुस्तक में. जहाँ आपको “क्यों ?” मिले, आपको उसका उत्तर प्रदात करने का प्रयत्न 


करना चाहिए। 


किसी विशेष प्रश्न पर अधिक समय कभी ने लगाएँ। यह सदैव अच्छा है कि आप 
भले प्रश्न पर चले जाएँ तथा कुछ समय बाद ताजे दिमाग़ से उस प्रश्न पर वापिस 
भाएँ जो आपको कठिन लग रहा था। 


« मतृष्य के मस्तिष्क रूपी भंडार में केवल सीमित सूचनाएँ ही रखने की क्षमता है। 


जिसका प्राय: प्रयोग नहीं होता उसे भंडार से निकाल दिया जाता है। इसलिए यह 
अच्छा होगा कि आप प्रत्येक एकक में मूलभूत परिणामों का एक सारांश बना लें तथा 
समय-समय पर इसका पुनरावलोकन करें। 


हो सकता है कि हमारे भरसक प्रयत्नों के बावजूद कुछ अनचाही त्रटियाँ रह गईं हों। 


इतमें से कोई भी बुटि.बताए जाने पर परिषद्‌ प्रसन्ततापुर्वेक उन्हें स्वीकार करेगी और 
साथ ही इस पुस्तक के अगले संस्करणों में सुधार हेतु किन्ही भी सुझावों का परिषद्‌ स्वागत 
करेगी । 


नई दिल्‍ली मनमोहन सिह अरोरा 
नवम्बर, 4978 ' संपादक 


कीं 


कृतज्ञताज्ञापन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ निम्नलिखित व्यक्तियों की आभारी 
है जिन्होंने फरवरी और मार्च 978 में राष्ट्रीय शिक्षा संस्थान, नई दिल्‍ली में आयो- 


जित बैठकों में इस पादप पुस्तक की मूल सामग्री की समीक्षा की : 


॥॒ 


. 


प्ज् 


डा० मनमोहन सिंह अरोरा 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


« डा० राम अवतार 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


. श्री सी० आर० बब्बर 


270, डा० मुकर्जी नगर, दिल्ली 


, श्रीमती प्रवीण भल्ला 


केद्धीय विद्यालय, टेगोर गार्डन, नई दिल्‍ली 


. श्री ईश्वर चन्द्र 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


, श्री भगवान दास 


शिक्षा अधिकारी, क्षेत्र हर, राजेन्द्र नग र, नई दिल्‍ली 


चर श्री जी० ड्ी० द्ल 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


- डा० एस० के० विहु गौतम 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


, श्री पी० एल० गोयल 


दिल्‍ली पब्लिक स्कूल, मथुरा रोड, नई दिल्‍ली 


40. 


. 


2, 


43 


4. 


5. 


6. 


१7. 


48. 


9, 


20. 


24. 


22. 


(5) 
श्री एम० सी० गुप्ता 
डी० ए० वी० उच्चतर माध्यमिक विद्यालय, चित्रगुप्त रोड, नई दिल्‍ली 
डा० आरण० पी० गुप्ता ह 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंध्षान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
कु० के० एम० जैन 
एल० डी० जैन उच्चतर माध्यमिक बालिका विद्यालय, दिल्‍ली 
श्री जे० पी० कन्‍्सल 
एयर फोसं सैन्ट्रल स्कूल, सुबरोतो पार्क, नई दिल्ली 
डा० (श्रीमती) अरुणा कपूर 
जामिया मिलिया इस्लामिया, नई दिल्‍ली 


श्री आर० एस० कोठारी 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


डा० रविन्द्र कुमार 
रामजस कालेज, दिल्‍ली 


डा० के० सी० मदान 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


श्रीमती कंचन सानकतला 


“गार्गी कालेज, नई दिल्‍ली 


कु० जे० मंसुखानी 

लेडी इरबिन हायर सैकेन्डरी स्कूल, नई दिल्ली 

कु० सरम्मा मथाई 

इन्द्र प्रस्थ महिला कालेज, दिल्‍ली 

कु० ऊषा मेहता 

दिल्‍ली पब्लिक स्कूल, आर०के० पुरम, नई दिल्‍ली 

श्रीमती संतोष महेस्दरू 

राजकीय उच्चतर माध्यमिक बालिका विद्यालय, मालवीय नगर, नई दिल्‍ली 


(व) 


23. श्री उमेश नारायन 
राजकीय उच्चतर माध्यमिक बालक विद्यालय, सैक्टर ५, पर शिफ्ट, आर० कै० पुरम, 
नई दिल्‍ली 


24. डा० आत्मा राम साह 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्ली 


25, कु० कमला साहनी 
ब्रिटिश स्कूल, चाणक्यपुरी, नई दिल्‍ली 


26. श्री आर० एप्त० शाकिर 
शिक्षा निदेशालय, दिल्ली 


27. श्री महेन्द्र शंकर 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 
28. श्री आई० डी० शर्मा 

केन्द्रीय विद्यालय, आई० आई० टी० कैम्पस, नई दिल्‍ली 


29. श्रीमती सरोज शर्मा 
स्प्रिगडेल्स स्कूल, पुसा रोड, नई दिल्‍ली 
30. श्री बलवीर सिंह 
राजपूृताना रायफल्स हीरोज़ मेमोरियल हायर सैकेन्डरी स्कूल, दिल्‍ली कैन्द 
3. श्री बलदेव सिंह 
राज्य शिक्षा संस्थान, दिल्ली 
32. श्री सज्जन सिंह 
राजकीय उच्चतर माध्यमिक बालक विद्यालय, सैक्टर 7, आर०के० पुरम, नई दिल्‍ली 
33, ,धीमती सुशम सुद ह ह ह 
केन्द्रीय विद्यालय, एन्डरूज गंज, नई दिल्‍ली 
34. श्री यशपाल वर्मा * 
नवयुग स्कूल, सरोजिनी नगर, नई दिल्‍ली 


(जता) 


परिषद्‌ मिम्नलिखित व्यक्तियों की भी आभारी है जिन्होंने इस पाद्य-पुस्तक की सामग्री 
का समीक्षात्मक विवेचन अगस्त 978 में गणित विभाग, अलीगढ़ मुस्लिम विश्वविद्यालय 
अलीगढ़ में इसी उद्देश्य हेतु आयोजित एक कार्यशिविर में किया : 


4, 


0, 


] 


ते 


2. 


हा० मनमोहन सिंह अरोरा 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधाव और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


« डा० राम अवतार 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


- श्री सी० आर० बब्बर (अवकाश प्राप्त) 


डी० आई० खान बी० एस०एच०एस० स्कूल, त्यू राजेन्द्र नगर, नई दिल्‍ली 
श्री बी० आर० छाबड़ा 

राजकीय उच्चतर माध्यमिक बाल विद्यालय न० , मदनगीर, नई दिल्‍ली 
डा० के० पी० चिन्दा 

हिन्दू कालेज, दिल्‍ली 

डा० एस० डी० चोपड़ा (अवकाश प्राप्त) 

कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय, कुरुक्षेत्र 

श्री जी० डी० ढल 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


« श्री डी७“एंस५- धॉजिल 


राजकीय माडल उच्चतर माध्यमिक विद्यालय, लुडलों केसल न० [; दिल्‍ली 


« डा० एस० के० सिंह गौतम 


राष्ट्रीय शैक्षिक अतुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 

श्री एम० सी० गुप्ता 

डी० ए० वी० सीनियर सैकेन्डरी स्कूल, चित्रगुप्त रोड, नई दिल्ली - 
डा० आर० पी० गुप्ता 


. राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


डा० एस० इजहार हुसैत 
अलीगढ़ मुस्लिम विश्वविद्यालय, अलीगढ़ 


3. 


4. 


5. 


36. 


] 7 + 


8. 


9, 


20. 


2[. 


22, 


23. 


24. 


25, 


(पा) 
श्री सग।र उल इस्लाम 
एम० यू० सिटी हाई स्कूल, अलीगढ़ 


डा० रविन्द्र कुमार 
रामजस कालेज, दिल्‍ली 


डा० के० सी० मदान 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्ली 


श्रीमती कंचन मानकतला 
गार्गी कालेज, नई दिल्‍ली 


श्री के० के० मरवाह 
राजकीय उच्चतर माध्यमिक बाल विद्यालय मं० 3, संरोजिनी नगर, नई दिल्‍ली 


श्री बी० नायड 
राजकीय जूनियर कालेज, अलिया, हैदराबाद 


श्री एम० नसीस | 
आर्मी पब्लिक स्कूल, धौला कुआँ, नई दिल्ली 


श्री एस० रंगास्वाभी 
केन्द्रीय विद्यालय, गोल मार्कट, नई दिल्‍ली 


डा० ए॒० आर० साहू 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, नई दिल्‍ली 


श्री आर० एस० शाकिर 


. शिक्षा' निदेशालय, दिल्ली 


श्री महेन्द्र शंकर 
राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌, मई दिल्ली 


श्रीमती हमीदा शौकत 
ए० एम० यू० गल्सें हाई स्कूल, अलीगढ़ 


डा० सतीश शिराली, 
पंजाब विश्वविद्यालय, चण्डीगढ़ 


. 0 
६, डा० ५ एन० तिदीक्ी 
अली भुस्तिम विश्वविद्यालय, अलीगह 


2, डा०्वी०वी० प्रिगगा 
टात इंस्टीट्यूट ऑफ फछामेटल रिप्र्स, ब्बई 


च्स्प 


20, श्री बतवीर फू 


" रागपूताना रामपत्ष हो मैग्ेश्ित हरावर पैकेडरी स़ूल, दिसती कट 
29, श्री यगपात वर्मा 
.. गबगुग सकूत, परोजिती गगर, रई दिल्ती 


श्८्ऊ 


१), श्री एप० के? बहन क्‍ 
राम काजेज, दिश्सी 


3 


किननन--म. 


पुहुमद बहीराददीग कम 
ैफूर्‌दीत ताहिर हाई ख़त, अलीगढ़ मुस्तिम विश्वविद्यालय, अजीगढ 


पुस्तक में प्रयुक्त गणित के संकेत 


0 ५ / ७ > ॥ 


 |- जज ४ 


2 < 


के समान है 

त्रिभुज 

कोण 

से छोटा है 

से बड़ा है 

से छोटा है या के बराबर है 
से बड़ा है या के बराबर है 


के सर्वांगसम है 
के समांतर है. 
पर लम्ब है 


का धनात्मक वर्गभूल 


प्रतिशत 


विषय-सू ची 


प्रावकथपतन 

प्रस्तावना 

कृतज़्ताशपन 

पुस्तक में प्रयुक्त गणित के संकेत 
एकक 


हा सममिति 


2.।.. पुनरावलोकन 

]2,2 सममिति अक्ष पर स्थित बिंदु 

2.3 बिंदु के सापेक्ष सममित्ति 

]2.4. बिवु के सापेक्ष सममित आक्षतियाँ 

[2.4.[ वर्ग | 

]2.4.2 आयत 

2.4.3 प्रमांतर चतुर्भूज 

82,5 रचनाएँ 

2,5.] एक दिए हुए रेखाखंड को समद्विभाजित करता 

2.5.2 एक दी हुई रेखा पर एक दिए हुए बिंदु से लम्ब की 
रचना करना ' | 


जता ब्रिभुज ; 


3.। पुनरावलोकन 

3.2. तिभुज के दो महत्वपूर्ण गुण 

3.3 त्रिभुज की भुजाओं और कोणों के बीच संबंध 
3,4.त्िभुज की माध्यिकाएँ 


| 


रेप 


239 


239 
239 
24] 
245 
246 
248 
248 
283 
253 


254 


257 


257 
257 
259 
263 


(शा) 


3,5 ब्रिभुज के शीरषेलम्ब 264 
]3,6 त्रिभुज के कोणों के समद्विभाजक 266 
3.7 त्रिभूज की भुजाओं के लस्ब समद्विभाजक 267 
जाए तिभुज की रचना और सर्वांससमता 274 
4.। भूमिका 274 
4,2 व्विभूज की रचना करना जबकि उसकी तीनों भुजाएँ दी हुई हैं 275 

4.3 दो क्रिभूजों की सर्वांसमता जबकि एक ब्रिभुज की तीनों भुजाएँ दूसरे 
की तीनों भुजाओं के समान हों. - 275 

]4.4. तिभुज की रचता करता जबकि उसकी वो भुजाएँ और बीच का कोण 
दिया हुआ है . 279 

4.5 दो ब्िभुजों की सर्वांसमता जबकि एक तिभुज की दो भुजाएँ और बीच 


जए 


4,6 


4.7 


4.8 
74, 9 


]4,]0 
[4.4 | 


चतुमूज 


5,] 
45.2 
5.3 
45.,4 
435.5 


का कोण क्रमशः दूसरे त्रिभुज की दो भुजाओं और बीच के कोण समान हैं 279 
त्रिभुज की रचना करता जबकि उसके दो कोण और बीच की भुजा दिए 
हुए हों ... 28] 
दो ब्रिभुजों की सर्वागसमता जबकि एक ज्विभुज के दो कोण और बीच 
की भुजा क्रमश: दूसरे क्रिभुज के दो कोणों और बीच की भुजा के 


समान हों 282, 
समकोण त्िभुज की रचना करता जबकि उसका कर्ण और एक भुजा 
दिए हुए हों 283 


दो समकोण विभुजों की सर्वांससमता जबकि एक त्रिभुज का कर्ण और 


' एक भुजा अमशः दूसरे त्िभुज के कण और एक भूजा के समान हों. 284 


एक महत्वपूर्ण पर्यवेक्षण 285 
संदिध्व॒ स्थिति 286 

288 
भूमिका 288 
चतुर्भूज का अभ्यंतर और बहिर्भाग 290 
उत्तल और अवतल चतुर्भुज 29] 
चतुर्भुज के कोणों का योग | 293 
विशेष प्रकार के चतुर्भुज ह 294 


(575) 


5.6 चतुर्भुजों की रचना ॥ 296 
5.6. चतुर्भुज की रचना करना जबकि चार भुजाएँ और एक विकर्ण दिया 
हुआ है 297 
5.6.2 चतुर्भुज की रचना करना जबकि तीन भूजाएँ और दोनों विकर्ण दिए 
हुए हैं 298 
5.6.3 चतुर्भुज की रचता करता जबकि दो आसन्‍्त भुजाएँ और तीन कोण 
दिए हुए हैं 299 
5.6.4 चतुर्भुज की रचना करना जबकि तीन भुज़ाएँ और दो बीच के कोण दिए 
हुए हैं 300 
5.7 चतुर्भुजों की सर्वांगसमता 30] 
ऊँरा समांतर रेखाएँ और समांतर चतुभूंज 304 
]6.]  पुनरावलोकन 304 
]6.2 दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी 305 
6.3  समांतर चतुर्भुज 306 
]6.3.] समांतर चतुर्भुज के सम्मुख कोण समान होते हैं और 
सम्मुख भुजाएँ समान होतीं हैं .. 307 
6.3.2 समांतर चतुर्भुज का प्रत्येक विकर्ण उसे: दो सर्वांगसम 
ब्रिभुजों में विभाजित करता है 308 
6.3.3 समांतर चतुर्भुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित क रते हैं 30 
6.4 समांतर चतुर्भुजों की रचना 3] 
]6.4.। समांतर चतुर्भुज की रचना करना जबकि दो आसन्न 
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6.4.2 समांतर चतुर्भुज की रचना करना जबकि दो आसन्‍्न भुजाएँ 
और एक विकर्ण दिया हुआ है 32 
6.5 .वर्गों की रचना 34 
6.5.] वर्ग की रचना करना जबकि एक विकर्ण दिया हुआ है 344 
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6.6.] समचतुर्भुण की रचना करना जबकि एक भुजा और एक 
कोण दिया हुआ है 35 
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6.6.2 समचतुर्भुज की रचना करना जबकि एक भुजा और एक 
विकर्ण दिया हुआ है 
6.7 समलंबों की रचना 


अणा क्षेत्रफल 


7.। भूमिका 

7.2. क्षेत्रफल के मात्रक 

7.3. ऋजुरेखीय आक्ृतियों के क्षेत्रफल 
7.3,! आयत का क्षेत्रफल 
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7.3.4 त्रिभुज का क्षेत्नफल 

]7.3.5 समलंव का क्षेत्रफल 


परिशिष्ट 7 समांतर चतुभ्ुंज का क्षेत्रफल 
परिशिष्ट गत समलंब का क्षेत्रफल 
हशाए बृुत्त 


]8.]. पुनरावलोकन 

8.2. केन्द्र से जीवा पर डाला गया लम्ब 
8.3 वृत्त की स्‌ गीवाएँ. 

8.5 3वृत्त के केत्र पर किसी चाप द्वारा बनाया गया कोण 
8.6 एक ही वृत्त-खंड के कोण 





ऊाए बर्ग और वर्गमूल 


9.] भूमिका 

]9.2.. एक महत्वपूर्ण पर्यवेक्षण 

9.3 पूर्ण वर्ग धनपूर्णांकों के वर्गमूल--भाग की विधि 
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9.5 पूर्ण वर्ग परिमेय संख्याओं के वर्गमूल 

89.6 ऐतिहासिक दृष्टिकोण 
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366 
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388 
397 


40/ 
407 
45 
4]9 


एकक खा 


सममिति 


हम ज्यामितीय आक्ृतियों की रेखाओं के सापेक्ष समिति अर्थात्‌ 
रंखिक सममिति (]॥6॥7 $शाव९0५) तथा सममित आक्ृतियों के कुछ 
गुणों से पहले से ही परिचित हैं। अब हम रेखिक समभिति के कुछ और 
गुणों को सोखेंगे। हम एक बिदु के सापेक्ष सममिति का भी अध्ययन 
करंगे और सीखेंगे कि सममिति के गुणों का प्रयोग करके किस प्रकार 
कुछ रचनाएं की जाती हैं। 


2.] पुनरावलोकन 


आपको रेखिक सममिति की संकल्पता और सममित आक्ृतियों के गुणों का 
पुनरावलोकन करना चाहिए । विशेष रूप से आपको निम्न का पुमरावलोकन 
करना चाहिए 

रेखा के सापेक्ष सममिति : सममित, सममिति अक्ष(रिखा, दर्पण प्रतिबिम्ब । 

सममित आक्ृतियों के युग्म : सर्वांगसमता । 

सममित और असममित आक्रतियाँ : सममिति अक्ष । 


2.2 सममिति अक्ष पर स्थित बिंदु 

हम पहले से ही जातते हैं दो दिए हुए बिंदुओं की सममिति अक्ष/रिवा 
(855/6 ०0 ४ए॥7॥०7५) की रचना किस प्रकार की जाती, है। अब हम 
समभिति अक्ष पर स्थित बिढुओं के एक महत्वपूर्ण गुण का अध्ययन करेंगे । 

भात लीजिए ॥ और 8 दो दिए हुए बिदु हैं तथा / उनकी सममिति अक्ष है । 
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आइए / पर कोई बिंदु ? लें तथा ? और 6 और 7? और ४ को मिलाएं 
दिखिए आक्ृति 2.[)] हम 26 और 7? के बारे में क्या कह सकते हैं ? 





() () 


आकृति 42. 


आइए कागज को / के अनुदिश मोड़ । हम देखते हैं कि ?8 ठीक ?/ के 
ऊपर पड़ती है। इस प्रकार, 0.08 --7४ | 


यदि द्‌.(2,लें तो क्या होंगा.? यदि हम कागज को 
पके अनुदिश मोड़े तो हम पुनः देखते हैं कि 08 ठीक 02 के ऊपर पड़ती है 
अर्थात्‌ 0७:-०४ | 


इस प्रकार, हम देखते हैं कि 
4. दो दिए हुए बिंदुओं की सममिति अक्ष पर स्थित प्रत्येक बिंदु उन बिदुओं से 
समदूरस्य (९पृर्णं052॥0 होता है। 

अब आईए एक बिंदु रे लें जो / पर स्थित नहीं हो [दिखिए आक्ृति 
82. (8)] और ए और #& तथा र और छ को मिलाएँ । हम 7१6 और 7२8 
के बारे में क्या कह सकते हैं ? 


आइए 7२6 और 7२9 को माप । हम क्या देखते हैं ? हमें ज्ञात होता है कि 
7२6 और १२8 असमाने हैं । (हम इसे 7२& #२8 लिखते हैं 





सममिति 24] 


2. यदि हम इस प्रयोग को ऐसे अन्य बिंदुओं के साथ दोहराएं जो कि / पर 
स्थित नहीं हैं, तो हम पुनः देखते हैं कि इन बिंदुओं में कोई भी बिंदु 0 और ऐे 
से समदूरस्थ नहीं है। 

इस प्रकार ([) और (2) से हम देखते हैं कि दो दिए हुए बिंदुओं की 
समंमिति अक्ष पर स्थित प्रत्येक बिंदु उन बिंदुओं से समदूरस्थ होता है तथा दो 
दिए हुए बिंदुओं की सममिति अक्ष पर न स्थित प्रत्येक बिंदु उन बिंदुओं से 
समदूरस्थ नहीं होता । दूसरे शब्दों में, 

() यदि एक बिंदु दो दिए हुए बिंदुओं से समदूरस्थ है, तो बह उन बिंदुओं 
की समम्तिति अक्ष पर स्थित होता है और 

(7) यदि एक बिंदु दो दिए हुए बिढुओं की सम्ममिति अक्ष पर स्थित है, तो 
वह उन बिदुओं से समद्रस्थ होता है । 

. [) में हम एक ऐसे बिंदु से प्रारम्भ करते हैं जो कि दो दिए हुए बिदुओं से 
समदूरस्थ है और देखते हैं कि वह उन दोनों बिदुओं की सममिति अक्ष पर स्थित 
है। परन्तु (() में स्थिति उल्टी है। हम कहते हैं कि (7), (7) का विलोम 
(००९९:५४९) है तथा (), (7) का विलोम है। यहाँ () और उसका विलोम 
दोनों ही सत्य हैं। परन्तु यह आवश्यक नहीं है कि किसी कथन का विलोम सदेव 
ही सत्य हो। 

टिप्पणी : चूँकि सममिति अक्ष /, रेखाखंड ४.8 को समद्विभाजित करती है 
तथा 83 पर लम्ब भी है, अतः हम कहते हैं कि / 883 का लम्ब समह्िभाजक 
(एथफ्थावंटाता' #ॉं5९९०० या एांश्रा। एंडटटा०) है । 


2.3 बिंदु के सापेक्ष सममभिति 

' हम एक रेखा के सापेक्ष एक बिंदु के सममित (5शा॥॥०४४८) से पहले से ही 
परिचित हैं... | े 
2,3.4 अब हस एक बिदु के सापेक्ष एक बिंदु के समसित पर विचार करते हैं। 


मान लीजिए 0 और 6 दो बिंदु हैं। आइए & और 0 को मिलाएँ 
और उसे 5 तक इस प्रकार बढ़ाएँ 


ताकि 
08-40 | म & 

अर्थात्‌ रेखाखंड 3, 00 पर सम- आकृति 42.2 

द्विभाजित हो जाए। (देखिए आकृति 2.2) हम कहते हैं कि 0 के सापेक्ष $ै, & 
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का सममित है तथा &, 8 का सममित है। हम यह भो कहते हैं कि & और 
8, 0 के सापेक्ष सममित हैं। 0 बिंदुओं & और फ का सममिति केन्द्र (९श॥ह78 
रण ह्शा्ाशा ०) कहलाता है । 


हम देखते हैं कि कोण 5098 एक ऋजु कोण($7थवं7/ 9॥86) है, अर्थात्‌ 
८808--80” है | अतः: यवि हम रेखाखंड (04 को 0 के चारों ओर 80? 
के कोण पर घुमाएँ तो वह रेखाखंड 08 के साथ संपातो (०0॥908॥05) हो 
जाएगा जिससे 6, 3 के साथ संपाती हो जाता है। दूध्तरे शब्दों में, रेखाखंड 
04 को 0 के चारों ओर 80 के कोण पर घुताने से हम बिंदु & से उसका 
0 के सापेक्ष समसित बिदु 9 प्राप्त कर सकते हैं। 


टिप्पणी : यह देखा जा सकता कि उपर्युक्त घूर्णत (70980॥) या तो उस 
दिशा [$2॥$6 (00/००४०॥)] में हो सकता जिसमें घड़ी को सुइयाँ घूमती हैं 


दक्षिणावर्त दिशा वामावते दिशा 
(0७8 7 ३08 हे 





आकृति 42.3 
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[अर्थात्‌ दक्षिणाबर्त (.०८८क्ञ5०) दिशा में] या इसकी विपरीत दिशा [अर्थात्‌ 
वामावत (॥000०४फ86) दिशा] में हो सकता है। (देखिए आकृति 2,3) 

जब घर्णन की दिशा निर्दिष्ठ नही की जाएगी तो हम उसे वामावतत दिशा 
मान लेंगे। 


2.3,2 अब हम एक बिदु के सापेक्ष एक रेखाखंड के सममित का अध्ययन करते 


। 
मान लीजिए 68 एक रेखाखंड है तथा 0 कोई बिंदु जो &8 पर स्थित 
नहीं है। आइए 0 के सापेक्ष क्रश: ८ 
/& और 8 के सममित बिंदुओं (: 
और 7) की रचना करें। अंत में, 
'आइए (! और 7!) को मिलाएँ। 
' (देखिए आक्ृति 2.4) 


.. अब आइए ४४3 पर कोई भी 
बिंदु 8 लें और 0 के सापेक्ष उसके 
सममित # की रचना करें। [हम ' आकृति 2.4 
सममित की रचना किस प्रकार करते हैं? हम 720 को ॥? तक इस प्रकार बढ़ाते 
हैं कि 077- 720 हो ।] हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि 77, रेखाखंड (0) 
पर स्थित है । 
आइए इस प्रयोग को ४४ पर स्थित कुछ अन्य बिंदुओं के साथ दोहराएँ। 
हम देखते हैं कि इन सब बिंदुओं के सममित (॥) पर स्थित हैं। इस प्रकार, 
रेखाखंड 38 के सभी बिंदुओं के सममित रेखाखंड (१2 पर स्थित हैं। निस्संदेह,. 
इस कथन का विलोस भी सत्य है। अर्थात्‌, रेखाखंड (.0 के सभी बिंदुओं के 
सममित रेखाखंड /४8 पर स्थित हैं । 
अतः हम कहते हैं कि 0 के सापेक्ष रेखाखंड 48 का सममित (७ है तथा 
(0 का समसित 57४ है। हम यह भी कहते हैं कि 0 के सापेक्ष रेखाखंड &8 
और (0 समसित हैं। 0, रेखाखंडों 38 और ८]0 का समम्तिति केन्द्र कहलाता 





। ह 
चूँकि कोण 20९ और 80] ऋणजु कोण हैं, अतः हम देखते हैं कि यदि 
हम लिभुज 009 को 0 के चारों ओर 80? के कोण पर घुमाएँ, तो वह 
त्रिभुज 00.0 के साथ संपाती हो जाएगा जिससे 00, 00! के साथ संपाती 
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हो जाता है तथा 08, 07) के साथ संपाती हो जाता है। दूसरे शब्दों में, 
(049 को 0 के बारों ओर 480? के कोण पर घुमाने से, हम 6४ से 0 


के सापेक्ष 88 का समसित (9 प्राप्त कर सकते हैं। हम देखते हैं कि 
88--(7)2। 


2,3.3 अंत में, हम एक बिंदु के सापेक्ष एक (ज्यामितीय) आकृति के सममित 
पर विचार करते हैं। 

मान लीजिए & एक दी हुई आक्ृ ति* है तथा 0) उसके बाहर कोई बिद्ु है। 

हम इसका 0 के सापेक्ष सममित केसे प्राप्त करेंगे ? हम आकृति $ के प्रत्येक 

बिंदु के 0 के सापेक्ष सममित की रचना करते हैं। हमें! एक अन्य (ज्यामितीय) 

'ओऑकतिं, उदाहरणाथ, ]' प्राप्त होती है। हम कहते हैं कि 00 के सापेक्ष १; 

आक्ृति 5 का सममित है। (देखिए आक्ृति 2.5) चूँकि ।' के प्रत्येक बिंदु का 


|] झट 
? 
ता 
जाना 
कि नी 
नघता 
87 ह ५ 4 पा 
नल +ब--- २ + “४-० - 
0० / 8 





++ 
(५ ७ ७०७ ७ 





() 


(५) 


आकृति 42.5 
समगित $ पर स्थित होता है, अतः हम कहते हैं कि 0 के सापेक्ष & आकृति '' 
का सममित है। हम यह भी कहते हैं कि ७ और १', 0 के सापेक्ष सममित हैं । 
#अभी तक हमने अंग्रेज़ी के बड़े अक्षरों (८४७६४| ॥0/०४४) का प्रयोग बिंदुओं को 


नामांकित करने के लिए किया है। अब हम 8 का प्रयोग एक आकृति को नामांकित 
करने के लिए कर रहे हैं । 
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पुन: 5 को 0 के चारों ओर 80" के कोण पर घुमाने से हम 5 से 0 के 
सापेक्ष 8 का सममित / प्राप्त कर सकते हैं। 0, आकृतियों 5 और 7 का 
सममिति केन्द्र कहलाता है। 


हम देखते हैं कि समिति बिंदुओं को मिलाने वाले सभी रेखाखंड ससमिति 
केन्द्र पर समद्विभाजित होते हैं । 


चैँकि 5 और १', 0 के सापेक्ष सममित हैं, अत: यह स्पष्ट है कि इनमें से 
प्रत्येक बिंदु 0 के चारों ओर 80" के एक घ्र्णन द्वारा दूसरे के साथ संपाती 
किया जा सकता है | अत: आक्ृतियाँ ७ और 7' सर्वांगसम (८णाह्ठाएथा) हैं । 
१ आप देख रहे हैं कि ये आक्ृतियाँ सीधे सर्वांगसम (काश्लीए ९णाएए।्शा) . 


टिप्पणी : ज्यामितीय आकृतियों की एक बिंदु के सापेक्ष सममिति केन्द्रीय 
सममिति (८शाएथ 5४0॥679) कहलाती है | 


2,4 बिंदु के सापेक्ष सममित आक्ृतियाँ 


आइए एक वत्त लें जिसका केन्द्र, उदाहरणार्थ, 0 है। मान लीजिए ७08 
इस वृत्त का एक व्यास है। (देखिए आकृति 
2.6) आपको याद होगा कि व्यास केन्द्र पर 
समद्विभाजित होता है। इस प्रकार 0 के 
सापेक्ष 8, & का सममित है तथा 0, 9 का 
सममित है। 

, हम देखते हैं कि वृत्त-पर स्थित किसी 
भी बिंदु का केन्द्र के सापेक्ष समभित उस क 

बिंदु से होकर जाने वाले व्यास का दूसरा 

सिरा है। इस प्रकार, किसी वत्त पर स्थित आफृति 2.6 

सभी बिदुओं के केन्द्र के सापेक्ष सममित स्वयं उस वृत्त पर ही स्थित हैं। अत 

वृत्त अपने केन्द्र के सापेक्ष स्वयं अपना सममित होता है। हम केवल यह कहते 
हैं कि बत्त अपने केन्द्र के सापेक्ष सममित होता है। 


एक आकृति जो किसी बिदु के सापेक्ष स्वयं अपना ही सममित होती है उस 
बिदु के सापेक्ष सममित कहलाती है तथा वह बिंदु उसका समसिति केन्द्र कहलाता 
है। ह 
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यदि हम' किसी आकृति को, जो एक बिंदु 0 के सापेक्ष सममित है, 0 के 
चारों ओर 80" के कोण पर घुमाएँ 
तो क्या होगा ? क्‍या वह मल 
आकृति के साथ संगाती हो जाएगी ? 
हाँ ! देखिए आक्ृति 2.7) हम यह 
भी देखते हैं कि प्रत्येक बिंदु 0 के 
सापेक्ष अपने सममित से स्थान 
परिवर्तन कर लेता है। 

इस प्रकार यह निर्धारित करने 
के लिए कि कोई आकृति किसी 
बिंदु 0 के सापेक्ष सममित है या ु 
नहीं हम उस आकृति 'को 0 के आकृति 42.7 
चारों ओर 80? के कोण पर घुमाते हैं। यदि वह आकृति केवल यह छोड़कर 
कि बिंदु 0) के सापेक्ष अपने सममितों ($५॥॥7०7708) से स्थान परिवर्तेत कर 
लेते हैं, मूल आकृति के साथ संपाती हो जाती है ती हम निष्कर्ष निकालते हैं 
कि हे आक्ृति 0 के सापेक्ष सममित है। 0, तब उस आक्ृति का सममिति 
केन्द्र है। 

हम कुछ और आक्ृतियों के उद्महरण दे रहे हैं जो एक बिंदु के सापेक्ष 
सममित हैं | 








42 4, बरग 2४ 
मान लीजिए 680!) एक वर्ग है तथा 0) उसके विकर्णों &( और 80 
का'प्रतिच्छेद बिंदु है। (देखिए आक्वृति [2.,8) ग 


आपको याद होगा कि वर्ग अपने विकर्णों 80 तर 
तथा 879 में से प्रत्येक के सापेक्ष सममित होता हे 
है। साथ ही, चूँकि रेखा &( के सापेक्ष हे 

और 9) समभित बिंदुओं का एक युग्म बनाते 

हैं (क्यों ?), अतः 80, 80 को बिंदू 0 पर 

समकोण पर समद्विभाजित करता है। इसी 

प्रकार छ2, 8८! को 0) पर समकोण पर सम- ह 8 
द्विभाजित करता है । आकृति 2.8 
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क्या वर्ग &8९0 बिंदु 0 के सापेक्ष सममित है ? आइए देखें। 


यदि हम वर्ग को 0 के चारों ओर 80? के कोण पर घुमाएं* तो क्‍या 
होगा ? हम देखते हैं कि &, ०0 के सापेक्ष न््+- 
अपने सममित (! से स्थान परिवर्तत कर (8)0 ८ (५) 
लेता है तथा 8 अपने सममित 70 से स्थान 
परिवर्तेन कर लेता है। (देखिए आकृति 
2.9) वास्तव में वह आकृति, केवल यह 
छोड़कर कि प्रत्येक बिदु 0 के सापेक्ष अपने दो 
सममित से स्थान परिवर्तेन कर लेता है, 
मूल वर्ग के साथ संपाती हो जाती है। 
अतः, वर्ग ७807) अपने विकर्णो ७६! (०)% 8 (0) 
और 80 के प्रतिच्छेद बिदु 0 के सापेक्ष आकृति 2.9 
समसित है। 


क्या कोई अन्य बिंदु भी है जिसके सापेक्ष यह वर्ग सममित है? 





#क्क्षा में क्रियाकलाप हेतु सुझाव 


एक पतले गत्ते पर एक बर्ग &807) काट लीजिए । 
उसके विकर्ण (! औड़ 98 खींचिए । उतके प्रतिच्छेद 
बिंदु को 0 से अंकित कीजिए । 0 से होकर जाती हुई 
एक ड्राईंग पिन द्वारा वर्ग को एक मेज के ऊपरी तल पर 
लगाइए । एक नुकीली पेंसिल या चौक (८4८) की 
सहायता से मेज के तल पर वर्ग की बाहरी छूप-रेखा 
खींचिए । ह 

अब वर्ग को 0 के चारों ओर 80? के कोण पर 
चुमाइए । (आप किस तरह कहेंगे कि आपने वर्ग को 807 
के कोण पर घुमा लिया है?) आप क्या देखते हैं ? 
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2,4.2 आयत 


मान लीजिए # 807 एक आयत है तथा 0 उसके बिकर्णों ५० और फ0 
का प्रतिच्छेद बिंदु है । (देखिए आइति ह ह 
2.0) पाठक को चाहिए कि वह उसी 
प्रकार का प्रयोग करे जैसा कि एक वर्ग का 
की स्थिति में क्रियाकलाप हेतु सुझाया 
गया है और जाँच करे कि आयत का । 
8907) अपने विकर्णों ५९४ और 500 
ः के प्रतिच्छेद बबिदु 0 के सापेक्ष स_सभित 8 
9 आकृति 42.0 


(९ 


2.4.3 समांतर चतुर्भूज 


भान लीजिए ७&3(0/9 एक समांतर चतुर्भुज है तथा 0 उसके विकर्णों 8९ 
और 979 का प्रतिषछेद बिंदु है। ० ८ 
देखिए आक्ृति /2.[) पुन. पाठक. 
को चाहिए कि वह एक प्रयोग 


करे और जाँच करें कि समांतर श्र 

चतुर्भत 3800) अपने विकर्णों 

3 और 89 के प्रतिच्छेद बिंदु है... 8 
0 के सप्पेक्ष समभित है। आपको आकृति 42.0 


याद होगा कि, व्यापक रूप में, एक संसांतर चतुभू ज में कोई रंखिक समिति 
नहों होती । परन्तु इसमें केंद्रीय समिति अवश्य होती है । 


प्रशावली 2.] ] 


. मान लीजिए / एक रेखा हे तथा ? कोई बिंदू जो / पर स्थित नहीं है। 
/ के सापेक्ष ? का समसित कहाँ पर स्थित है ? 
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[हम निष्कर्ष निकालते हैं कि / पर स्थित प्रत्येक बिंदु स्वयं का सममित 
होता है। मेकमिलन कंपती ऑफ इन्डिया, लिमिटेड द्वारा प्रकाशित 
माध्यमिक विद्यालयों के लिए गणित, पुस्तक !, 977, (कक्षा शा के 
लिए एक पाठ्यपुस्तक) के पृष्ठ 493 पर अनुच्छेद 8.5.] भी देखिए ॥] 


2. मान लीजिए / और #४४8 दो असमांतर रेखाएं हैं। (देखिए आकृति 
]2.2) / के सापेक्ष 683 की व 
के समभित की रचता जो 
कीजिए और उसे (72 
से व्यक्त कीजिए । क्या 8 
(0, ७8 को प्रतिष्छेद. "्ादाभभप-----_+- ८ 
करती है ? यदि हाँ, तो आऊुंति 2.82 
प्रतिच्छेद बिंदु कहाँ स्थित हूं ? 


[हम देखते हैं कि एक दी हुई रेखा / के सापेक्ष दो सममित रेखाओं का 
प्रतिच्छेद बिदु / पर स्थित होता है।] 


3, मान.लीजिए 7/और # परंस्पर- दो . 
लम्ब रेखाएं हैं। (देखिए आकृति 
2.3) / के सापेक्ष # का सममभित 
तथा #% के सापेक्ष / का सममभित 
ज्ञात कीजिए ! 


: [हम निष्कर्ष निकालते हैं कि एक 
रेखा / का उस रेखा पर किसी लम्ब 
रेखा के सापेक्ष समसित स्वयं यह 
रेखा ही होती है। 





उपर्युक्त तीनों गुण रेखिक सममिति - 
के गुण हैं । आक्ृति 42.3 


4. / एक रेखा हूँ तथा 0 और छ उस पर न स्थित दो बिंदू हैं। / पर एक 
बिंदु // इस प्रकारे ज्ञात कीजिए कि &--8)५ न्यूनतम हो । 
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[संकेत : पहले उस स्थिति की जाँच कीजिए जिसमें & और हछ, / के 


हि ओम ॥ / 
हर हु 


() () 
आफृति 42,4 


विपरीत औ र स्थित हैं। फिर उस स्थिति की जाँच कीजिए जब 4 और 
' छै, के एक ही ओर स्थित हैं और /के सापेक्ष # का सममित ज्ञात 
कीजिए । (देखिए आकृति !2.4) ] 


+5, एक सड़क (रेखा) के एक ही ओर दो गाँव (बिंदु) हैं। सड़क के किनारे 
एक कुआँ बताने का निश्चय किया गया है। कुआँ किस जगह बनाया 
जाए ताकि 


()) प्रत्येक गाँव के लौंगों को कुएं तक आने में समान दूरी चलत्ती पड़े ? 
(0) कुएँ से गाँवों की दूरियों का योग न्यूनतम हो ? 


6, आकृति 2.5 में क्रमशः केन्द्र 
(और 7? वाले तथा समान 
त्िज्या वाले दो वृत्त परस्पर 
/& और 3 पर प्रतिच्छेद करते 
हैं । कया &8, 00 और ९? की 
सममभिति रेखा है? सकारण 
उत्तर दीजिए । आकृति 2.5 








हल एक आयत है जिसके विकणे (2 और 80 विद 
0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। 0 गा 0 


से होकर और सम्मुख भुजाओं 
से [, और )( पर मिलता हुआ |] 
एक रेखाखंड 7.0/ खींचिए 
जेसा कि आक्ृति 2.6 में ५ 
दिखाया गया है। क्‍या ॥.५/, 
0 पर समह्विभाजित हो जाता 8 ९. 
है ! सकारण उत्तर दीजिए आक्रृति 2.6 

8, मान लीजिए 3८.) एक सप्तांतर चतुर्भूज है जिसके विकर्ण 8५: और 
8 बिदु 0 पर प्रतिच्छेद न्‍ कै 
करंते हैं। 0 से होकर 


और सम्मख भजाओं से 
[, और ४( पर मिलता 
हुआ एक रेखाखंड ॥.५ 


खींचिए जैसा कि आकृति: 
2.]7 में दिखाया गया 
है। क्‍या ॥//, 0 पर 
समद्विभाजित हो जाता आकृति 2.7 
है ? सकारण उत्तर दीजिए । 


9, एक पतले गत्ते पर एक वर्ग &3९(५) काट लीजिए । उसके विकर्ण &(! 
और 82. खींचिए | उनके प्रतिच्छेद विद 
को 0 से व्यक्त कीजिए । देखिए आकृति 
2.8) 

आपको याद होगा कि वर्ग के विकर्ण 
परस्पर समकोण पर समह्विभाजित करते 
हैं.) इस प्रकार सभी कोण &08, 800, 
(070 और 7008 समकोण हैं । 

0 से होकर जाती हुंए एक पिन 
द्वारा वर्ग को एक मेज के तल पर लगाइए आकृति 2.8 


6 


0ए 
€) 








तथा एक नुकीली पेंसिल या चौक की सहायता से वैगै- की-“बाहरी रूप- 
रेखा खींचिए | वर्म को 0 के चारों ओर 90' के कोण पर घुमाइए | आप 
क्या देखते हैं ? ु * 
[हम देखते हैं कि घृर्णन के बाद वर्ग मूल वर्ग के साथ केवल यह छोड़कर 
संपाती हो जाता है कि ७, 3 पर ; 8, ( पर ; (9 पर तथा ॥), & 
पर आ जाता है। हम कहते हैं कि वर्ग में अपने केन्द्र के सापेक्ष 90 के 
कोण के धृर्णव के लिए (या अधिक सरल रूप में 90” धृर्णन के लिए) 


: -घूर्णन सममिति (0॥00ाओ 8ज्ाशशाप) होती है ॥ 


. ॥0; 


44. 


जाँच कीजिए वे में अपने विकर्णों के प्रतिच्छेद बिंदु के सापेक्ष 90", 
80?, 270? तथा 360 घूर्णनों* के लिए घृर्णन सममिति होती है । 

[पाठक ध्यान दें कि 80? घूर्णन के लिए घ॒र्णण समभिति तथा केन्द्रीय 
सममभिति एक ही समान हैं ।] : । 


एक पतले गत्ते पर एक वृत्त काट लीजिए। उसका केन्द्र 0 अंकित 
कीजिए। 0 से होकर जाती हुई एंक पित की सहायता से वृत्त को एक 
भैज़ के तल पर लगाइए तथा एक नुकीली पेंसिल या चौक की सहायता 
से वृत्त की बाहरी रूप-रेखा खींचिए। वत्त को 0 के चारों ओर घुभाइए ! 
आप क्या देखते हैं ? 


[हम देखते हैं कि वृत्त में अपने केन्द्र के से।पेक्ष किसी भी कोण के लिए 


...मुर्णन स्नमिततिहो 





नीम जी 2 ी 0 अ मम ७७७७७ शशाशा्शश काया» ३३9५ 3३ नली ._नलनजीमिकान अनशन बजकर 
* मान लीजिए 8 कोई आकृति है और 0 कोई बिंदु | आइए $ को 0 के सापेक्ष 


360? के कोण पर घुमाएँ । हम बया देखते हैं ? क्या $ घूर्णन के बाद अपनी मूल स्थिति 
पर आ जाता है ? हाँ । इस प्रकार हम देखते हैं कि यह कहा जा सकता है कि 360" के 
घूर्णन के लिए प्रत्येक आकृति में प्रत्येक बिंदु के सापेक्ष, घृर्णण सममिति होती है। जब 
किसी आकृति में केवल एक यही धृणंन सममिति होती है तो हम यह नहीं मातते कि उ 

आाक्षति में कोई घूर्णण सममिति है। ं है 


सममिति 


42. आक्ृति [2.9 में, &8(: एक समबाहु 


॥3. 


34. 


व्विमुज है । तथा ॥), 2 और # क्रमश: 
उसकी भुजाओं 80, (७ और ०89 के 
मध्य-बिदृ हैं। ल्‍ 

आपको याद होगा कि इस समबाहु 
ब्रिभुज 48८ में रेखाओं 470, छा; और 
(7 के सापेक्ष रेंखिक समसिति है । 

क्या इस त्रिभुज में केन्द्रीय सममभितति 
है ? यदि ऐसा है, तो समभिति केन्द्र 
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>> 


हे र 
हल 


५] 0 |; 
आकृति ॥2.9 


ज्ञात कीजिए । क्या इस तिभुज में कोई घृर्णण सममिति है ? यदि ऐसा 
है तो उसका केन्द्र ओर घूृर्णत कोण बताइए । 


अंग्रेजी बर्गमाला के कौन-कौन से अक्षरों में घृर्णत सममिति है ? 


यहाँ एंक ज्यामितीय डिज़ाइन दिया 
गया है जिसमें 60", 20*, 805, 
240" और 300 के घूर्णनों के लिए 
घूर्णते सममिति है । 

घूर्णन सममिति वाले कुछ अन्य ज्या- 
मितीय डिज़ाइनों के उदाहरण. दीजिए 
और घूर्णन के कोण लिखिए। 


42.5 रचनाएँ 


आकृति 2.20 


42.5.] एक दिए हुए रेखाखंड को समह्िभाजित करना 


 श्व|खला माध्यमिक विद्यालयों के लिए गणित की पुस्तक 7 के अनुच्छेद 


8.5.2 में हमने सीखा था कि दो दिए हुए बिदुओं, उदाहरणार्थ, & और ४8 
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की सममित्ति रेखा की किस प्रकार 
जचना की जाती है। (देखिए आकृति 
!2,2[) 
९0, बिदुओं 6 और 8 की सम- 
मिति रेखा है । 
आपको याद होगा कि यह सम- 
मिति रेखा विदुओं & और $ को 
मिलाने वाले रेखाखंड का लम्ब सम- 
'द्िभ्वाजक होती है। 
इस प्रकार ?0 का 68 के साथ . 
प्रतिच्छेद बिंदु // ही वह बिंदु हैंजोी आकृति 2.2। 
दिए हुए रेखाखंड को समद्विभाजित करता है । | 





2.5.2 एक दी हुई रेखा पर एक दिए हुए बिंदु से लम्ब की रचना करना 


मान लीजिए / दी हुई रेखा है तथा ? दिया हुआ बिंदु। इसके अनुसार 
कि 7, / पर स्थित है या / पर स्थित नहीं है दो स्थितियाँ सामने आती हैं। 
परस्तु प्रत्येक स्थिति में रचता के चरण एक जैसे ही हैं। हम यह रचता निम्त 
चरणों में करते हैं... 





चरण [ : ? को केन्द्र मावकर और कोई सुविधाजनक द्विज्या लेकर हम 
रेखा / को [, और ७ पर काटता हुआ एक चाप खींचते हैं। 


चरण 2: [, को केन्द्र मानकर और ३,0 से अधिक त्िज्या लेकर हम एक 
चाप खींचते हैं । 


चरण 3 : ५ को केन्द्र मानकर तथा वही ब्विज्या लेकर जो चरण 2 में ली 
थी हम एक दूसरा चाप खींचते हैं जो चरण 2 में प्राप्त चाप को 0 पर काटठता 


सममित्ति ह 255 





() (॥) 


आकृति 2.22 
ब, 2) ही ? से / पर वाँछित लम्ब है। (देखिए आकृति [2.22) 
क्या ९, [, और ५ से समद्रस्थ है ? क्‍यों ? क्या 0, [. और | से सम- 
दूरस्थ है ? क्यों ? हम देखते हैं कि ९00 बिंदुओं [, और !/ की सममिति रेखा 


है। अर्थात ? 0, 7.!/ का लम्ब समद्विभाजक है और इसके परिणामस्वरूप 
? से पर लम्ब है ॥ 


: प्रश्नावली 2.2 


. 6.4 सें० मी० लम्बां एक रेखाखंड खीचिए और. उसे समद्विभाणित 
कीजिए। दोनों भागों को मापिए। 


, 2. ,8.4 सें०मी० लम्बा एक रेखाखंड खींचिए और उसे चार समान भागों में 
० कीजिए । वास्तविक सापन द्वारा अपनी रचना की जाँच 
जिए। 


3. एक रेखाखंड 0॥8-6 सें० मी० खींचिए। 88 पर एक ऐसे बिंदु 00 
की रचना कीजिए कि 80न्जू 6 हो। 60 को मापिए। 
4. एक रेखाखंड &93--8 सें० मी० खींचिए । ४ पर एक ऐसे बिदू (८ की 
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[संकेत : 09 को | पर समद्विभाजित कीजिए। फिर, ४ को बे पर 
समद्विभाजित कीजिए । अंत में, [प|/ को (! पर समद्विभाजित कीजिए |] हे 
5, मान लीजिए ४8 एक रेखा है तथा ? एक बिंदु जो उस पर स्थित नहं 
है।?], | ७8 खींचिए। ? 
४ पर कुछ अन्य बिदु 
(0, 0,8, इत्यादि लीजिए। 
?एओर (९, ? और 0, 
? और ४5, इत्यादि को 
मिलाइए । (देखिए आक्ृत्ति 
2.23) छ॒, ९०, ९), 
९8, इत्यादि को मापिए। 
आप क्या देखते हैं ? 
[हम देखते हैं कि लम्ब आकृति 2.23 
रेखाखंड 7।,, ? से 48 पर खींचे गए अन्य सभी रेखाखंडों से छोटा है। इसी 
कारण किसी बिंदु ? से रेखा / पर खींचे गए लम्ब रेखाखंड की लम्बाई रेखा / से 
बिंदु ? की दूरी कहलाती है ।] 
















ल्जि संकह्पनाएं 
दो दिए हुए बिंदुओं की सम-.. बिंदु के सापेक्ष सममिति 
मितिअक्ष परस्थित .. आकऋ्तियाँ.. 
बिंदुओं का समदूरस्थ घृणेन सममिति ._ 
गुण एक दिए हुए रेखाखंड को सम- 
बिंदु के सापेक्ष सममिति द्विभाजित करना 
सममिति केन्द्र किसी दिए हुए बिदू से एक दी 


केन्द्रीय सममिति हुई रेखा पर लम्ब खींचना 
ह एक रेखा से बिंदु की दूरी 





एकक जँता 


त्रिभुज 


इस एकक सें, हम तिभुज की भुजाओं और कोणों के बीच संबंधों का 
अध्ययन करेंगे। हम लिभज की साध्यिकाओं, शीर्षलम्बों और कोण 
समद्विभाजकों के गुणों का भी अध्ययन करंगे। 


3.] पुनरावबलोकन 
आपको अपनी पिछली कक्षाओं से '्रिभूज” का पुनरावलोकन करना 
चाहिए । विशेष रूप से आपको निम्न का पुनरावलोकन करना चाहिए 
विभुज की भुजाएँ, कोण और शीष॑ । 
आधार और शीर्ष कोण । ह 
बिभुज' का परिमाप | 
ब्रिभुज का अभ्यंतर और बहिर्भाग । 
न्यूत कोण, समकोण और अधिक कोण त्रिभुज । 
विषमबाहु, समद्विबाहु और समबाहु त्िभुज । 
3,2 त्रिभुज के दो महत्वपूर्ण गुण 
हम त्रिभुज के निम्न' महत्वपूर्ण गुणों से भी परिचित हैं 
], तिभुज के कोणों का योग 80" होता है । 
इस प्रकार, किसी 58९ में 
८24-+-८8-- / 05--807 
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2. लिभुज की किन्‍्ही दो भुजाओं का योग उसकी तीसरी भुजा से बड़ा होता 
है। इस प्रकार किसी /५ / 90 में, 
छ80--९७:-०४४, 
80--७8--(८७, 
(6-+-698->80।. 
अतः ऐसा कोई बिभुज प्राप्त करना (खींचता) संभव नहीं है जिसकी दो 
भुजाओं का योग तीसरी भुजा से छोटा या उसके बराबर हो। 
बहुधा हम भुजाओं 8९, (*& और /४8 को जो शीर्षों 8, 8 और ८ की 
सम्मुख भुजाएँ हैं, व्यक्त करने के लिए क्रमशः छोटे अक्षरों 8, 0 और ० का 
प्रयोग करते हैं। (देखिए आकृति 3.) 
उपर्यक्त गुण तब निम्न प्रकार व्यक्त 
किया जा सकता है: 
8 





7०, 
8--0:>7, 
७+०:०98 । 
आपको याद होगा कि हम कोणों 
को या भुजाओं की लम्बाइयों को माप हज 
कर ही उपयक्‍्त दोनों परिणामों पर '..  आइ्ृतिउ3, 


पहुँचे थे। परन्तु, मापन बिल्कुल सही नहीं होता और मापन से जाँच को बह 
नहीं कहा जा सकता जिसे हम परिणाम की उपपत्ति (9700) कहते हैं। अतः 
जब तक कि हम इतकोो सिद्ध.करने. में. समर्थ न हो जाएँ इनको स्वीकृत तथ्य ही 
माना जाना चाहिए। ह 


| प्रश्गावलो 3]...... 
_4. निम्ने तिभुजों में से प्रत्येक का तीसरा कोण ज्ञात कीजिए जिनके दो कोण 
'. निम्न हैं: 
() 4?, 67? (॥) 55% 487 
(7) 70", 45? (५) 30", 05₹ 
(९) 20९, 20९ 
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2. किसी त्िभुज के दो कोणों का योग तीसरे कोण के बराबर है। वह तिभज 

किस प्रकार का है ? 

3. एक समकोण तिभुज समहद्विबाहु भी है। उसके कोण निर्धारित कीजिए । 

4. निम्न में से प्रत्येक में त्रिभुज की तीनों भुृजाएँ दी हुई हैं। बताइए कौन 
कौन से व्रविभुज संभव हैं तथा कौन-कौन से नहीं। (सभी भुजाएँ सेंटीमीटर 
में मापी गई हैं ।) 

0) 3.9, 4., 6.8 
(॥) 2.5., 4.7, 8 
(४) 3.4, 3.4, 5 
6९) 5.6, 6.7, 7.8 
(४) 6.4, 2.9, .7 
(५) 3.5, 2.9, 6.4 

5. एक (७8९ में, ३०-5.7 सें०0मी०, 0-6 सें० मी० तथा ०--4.3 सें० मी० 

है। जाँच कीजिए कि 


() 0--०<& (0) ०0--9<& 
॥) ०--३< ४9 (9५) 3--0< 9? 
(ए) 8--०<:८ : (ए)) 0--8<० 


*! देखते हैं कि त्रिभुज में किन्ही दो भुजाओं का अंतर तोसरी भुजा से छोटा 
॥ ' 
3.3 बल्रिभुज की भुजाओं और कोणों के बीच संबंध 

अब हम तिभूजों के एक अन्य महत्वपूर्ण गुण अर्थात्‌ उनकी भुजाओं और 
कोणों के बीच संबंध पर विचार करते हैं । 

पहले'आप याद->कीजिए “कि एक समहिबाहु 
लिभूज में समान भुजाओं के सम्मुख कोण बराबर 
होते हैं । दूसरे शब्दों में यदि 88(! एक ऐसा 
समद्िबाहु तिभुज है कि ४3-/( हो (देखिए 
आक्ृति 3.2), तो ८8--/ ८ होगा । 

अब इसके विलोस के बारे में हम क्‍या कह 
सकते हैं ? अर्थात्‌ यदि /8- /(! हो तो कया..." ८ 
5350 होगा ? आक्ृति 3.2 


के 
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आइए, उदाहरणाथे, 4 सें० मी० लम्बाई का एक रेखाखंड 80: खींचें | इस 
पर आइए क्रमश: शीर्ष 8 और ९ वाले दो 
कोणों की रचना करें जिनमें से प्रत्येक 70 
का हो | (देखिए आक्ृति 3.3) हम देखते 
हैं कि इन दो कोणों की भुजाएँ (80 के 
अतिरिक्त) परस्पर एक बिन्दु पर प्रतिच्छेद 
करती हैं। आइए इस बिंदु को / से व्यक्त 
करें। अब हमें एक त्रिभुज प्राप्त हो गया 

है जिसमें /8--./८ है। 


आइए #४ और ७९ को मापें। हम / 0 
क्या देखते हैं? हम देखते हैं कि &(--५8 हे 
अर्थात्‌ / 8 की सम्मुख भुजा, समान// (0 8 . सेंग्मीण ८ 
की सम्मुख भुजा के बराबर है।. आकृति 43.3 


आइए ऐसे बहुत से त्रिभुजों की रचना कर इस प्रयोग को दोहराएँ | प्रत्येक 
स्थिति में हम देखते हैं कि एक विभुज में समान कोयों की सम्मुख भुजाएँ समान 


हैं। 


अब आइए एक ऐसे व्िभूज 5». 
3830 को लें: जिसमें - भुजाएँ 88 
और /6( असमान हैं तथा उदाहर- 
णार्थ &(१-5 सें० मी० और #8+- 
3 सें० मी० है । (देखिए आकृति 
3.4) यह स्पष्ट है कि इन भुजाओं 
. के सम्मुख कोण भी असमान होंगे । 
(क्यों ?) अर्थात्‌ यह कि इन कोणों । 
8 और ९ में एक कोण दूसरे कोण से आकृति 43.4 
, बड़ा होना चाहिए । आइए जाँच करें कि कौन' सा कोण बड़ा है । 


ि 
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अब कोणों 8 और (? को माप । हम देखते हैं कि “8-0 है। दूसरे 
शब्दों में, बड़ी भूजा (8(.) का सम्सुख कोण (,/ 9) बड़ा है। 

ऐसे बहुत से त्रिभुजों को लेकर और उनकी असमान भुजाओं के सम्मुख 
कोणों को मापकर आइए इस प्रयोग को दोहराएँ। प्रत्येक स्थिति में हम देखते 
हैं कि यदि किसी लिभुज की दो भुजाएँ असमान हैं तो बड़ी भुजा के सामने का 
कोण बड़ा है। 

अब आ इए जाँच करें कि क्‍या उपयुक्त परिणाम का विलोम, अर्थात्‌ यर्दि 
किसी त्रिभुज के दो कोण असमान हों तो बड़े कोण के सामने की भुजा बड़ी 
होती है, भी सत्य है। आइए, उदाहरणार्थ, 6 सें० मी० का एक रेखाखंड 80: 
खींचें। फिर इस पर 70? के एक कोण की रचना करें जिसका शीर्ष 8 हो तथा 
एक 50? के कोण की रचना कर जिसका शीर्ष (! हो। (देखिए आकृति 3.5) 


शि 





8 6 सें० मौ० ( 
| आकृति 43.5 
हम देखते हैं कि दोनों कोणों की दो भुजाएँ (8९: के अतिरिक्त) एक बिंदु पर 
प्रतिच्छेद करती हैं। आइए इस बिदु को / से व्यक्त करें। इस प्रकार हमे एक 
5४४८ प्राप्त हो गया है जिसमें / 8>./ ९ है। 
- आइए ४3 और ४ ( को मापें। हम देखते हैं कि 4८48 है, अर्थात्‌ . 
बड़े कोण (./ 5) के सामने की भूजा (8८) बड़ी है। 
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आइए इस प्रयोग को ऐसे कुछ और त्रिभुज खींचकर दोहरायें । प्रत्येक 
स्थिति में हम देखते हैं कि यदि किसी विभुज में दो कोण असमान हों तो बड़े 
कोण के सामने की भुजा बड़ी होती है। 


प्रश्नावली 3.2 


8. एक 0५४8८ में ७8-00. और /3--72" है। /8 और ८ ज्ञात 
“० कीजिए। 


पड 


आकृति 3.6 में 0, छ2 का 
मध्य-बिदु है, ७0 | 8८ तथा 
८.325-550* है । क्या 6855 
(० हैं ? सकारण उत्तर 
दीजिए । “(९ भी ज्ञात 
कीजिए | 

संकेत : दो दिए हुए बिदुओं की 
सममिति अक्ष पर स्थित बिंदुओं आकृति 3.6 

के समदूरस्यथ गुण (०बृएांधंडधआा( एए0ए७7 ७9) का प्रयोग कीजिए ।] 

3, समकोण त्रिभुज की कौन सी भूजा सबसे बड़ी होती है ? अधिक कोण 

त्रिभुज की कौन सी भजा सबसे बड़ी होती है ? 

4. एक व्िभूज 680 में &3--3 सें० मी०, 8(४5-2 सें० मी० तथा /(९-- 
3 सें० मी० है। क्‍या यह सत्य है कि : 

(0) /.5& समकोण नहीं हो सकता ? 

() <.<* अधिक कोण नहीं हो सकता ? 
(॥) ८4, 60? के बराबर नहीं हो सकता 
(07) “४, 60" से कम होना चाहिए ? 
सकारण उत्तर दीजिए। 
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5. 88८ एक व्रिभूज है। बताइए कि निम्न में से कौत-कौन से कथन सत्य 
हैं : | ह आय 


() 80--6 सें० मी०, 48--5 सें० मी०, /0>/ ० 
(7) 0.५--४ सें० मी०, 03--9 सें० मी०, ८8>/(0: 
(07) 80--7 सें० मी०, &0--7 सें० मी, 0-८ 8 
(५) #&8-9 सें० मी०, 80:--4 सें० मी०, /0> / ० 
(५) “3&5७-75", /(--45" ७3०8८ . 
(शं) ८8-70% / 0-60" 0७< ७४8 
(सा) ८8-40" /७--40", ७080 


6, एक त्िभूज 03९! की भुजाओं की लम्बाइयाँ नीचे दी गई हैं। प्रत्येक 
' - स्थिति में ल्विभुज के कोणों को परिमाण के-आरोही क्रम में लिखिए 
() 80९१-३5 सें० मी०, (१७८--6.5 सें०.मी०, &3>-7.9 सें० मी० 
(7) 98(:--0 सेंग्मी०, 0-6. स० मी०, ठ63--5.4 सं० मी० 
(70) 80--3 सें० मी०, 0&--4 सें० मी०, 43--5 सें० मी० . 
60ए) 8(:--3.5 सें० मी०, (१७ --3 सें०्मी ०, /3>-4 सें० मी० 


7. एक व्िभुंज 480! के कोण नीचे दिए गए हैं। प्रत्येक स्थिति में त्रिभुज की 
भुजाओं को परिमाण के अवरोही क्रम में लिखिए । 
(0) ८७-76" /8--82", / (0-22? 
(0) ८७-३5, /8-85" / 05-60? 
(9) /&-65" /8-55% / (0-60? 
(९) ८७-90", /8-50", /0-40९ 
(९) /&--0%, /8--30", / 0-40 


3.4 ब्रिभुज की साध्यिकाएँ 


आइए एक /५ ४3८ लें | मान लीजिए 70),8 और 7 क्रमशः इसकी भूजाओं 
80, 0.४ और ४ के मध्य-बिदु हैं। (देखिए आकृति 3.7) रेखाखंड 30, 
छ8 और (४, /७५ 58८ की साध्यिकाएँ (॥20#4॥5) कहलाती हैं। हम कहते हैं 


264 . गणित 


कि लिघज की एक माध्यिका उसके एक 
शीर्ष को संम्पुख भुजा के मध्य-बिदु से 
मिलाने वाला रेखाखंड है । ध्यान 
दीजिए कि त्रिभुज की तीन माध्यिकाएँ 


| 

ः अब आइए पुनः आक्ृति 3.7 को 
देखें । हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं 
... कि तीतों माध्यिकाएँ 30, 99 और " 
(7 एक ही बिंदु, उदाहरणार्थ, ७ पर आकृति 3,7 
मिलती हैं । ह हि 

आइए बहुत से त्रिभुज खींचकर और उनकी माध्यिकाओं की रचना करके 
इस प्रयोग को दोहराएँ। हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में 
विभुज की माध्यिकाएँ एक ही बिंदु पर मिलती हैं। हम कहते हैं कि विभुज 
की माध्यिकाएँ संगामी (९णाएपप्आ) होती हैं। वह बिंदु जिस पर तीनों 
माध्यिकाएँ मिलती हैं त्रिभुज का केखक (८्थाहर००) कहलाता है। आकृति 
3.7 में 0, ७ 580 का केन्द्रक है । 

टिप्पणी : हम देखते हैं कि त्रिभुज का आकार चाहे कसा भी हो उसकी 
तीनों माध्यिकाएँ उसके अभ्यंत्र में स्थित होती हैं। साथ ही, वह बिंदु जिस 
पर ये मिंलती हैं (अर्थात्‌ त्रिभुज का केन्द्रक) भी तिभुज के अभ्यंतर में स्थित 
होता है। | ्क 
43.5 तिंभुज के शीर्षलम्ब ' 

आईए एक त्रिभुज 80 लें और शीर्षों ॥,8 और (! से सम्मुख भुजाओं 
(या, यदि आवश्यक हो तो, बढ़ाई हुई भुजाओं) ४2, (४ और #&9 पर लम्ब 
डालें । मात लीजिए ये लम्ब भुजाओं 8(,(४ और 6४ से क्रमशः 0, 9 और 
# पर मिलते हैं। (देखिए आकृति 3.8) रेखाखंड ७), 85 और (४, त्रिभुज . 
290 के शीष॑लम्ब (00065) कहलाते हैं। हम कहते हैं कि ल्रिभुज का एक 
शीषंलम्ब' उसके एक शी से सम्मुख भुजा (या, यदि आवश्यक हो तो, बढ़ाई 
हुई भुजा) पर डाला गया लम्ब रेखाखंड है। ध्याव दीजिए कि त्विभुज के तीन 
शीष॑लम्ब हैं। बिन्दु 2, 8 और फ शीर्षलम्ब के पाद ((७) कहलाते हैं-। साथ 
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0) (0) 
आकृति 43.8 

ही, यदि हम 80! को (४ 880 का आधार मानें तो शीर्षलम्ब 87 की 
लम्बाई, उसकी ऊँचाई कहलाती है । 

पुनः आइए आक्ृति 3.8 को देखें । हम क्या देखते हैं ? क्‍या तीनों शीषष- 
लम्ब (या बढ़ाए हुए शीर्षलम्ब) &0, छ5.और (ए एक ही बिन्दु पर मिलते 
हैं ? हम देखते हैं कि वास्तव में वे एक ही बिन्दु पर मिलते हैं। 

आइए इस प्रयोग को अनेक व्रिभुज लेकर और उनके शीर्षलम्बों की रचना 
कर दोहराएँ । हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में विभुज के 
शीर्षलम्ब एक ही बिंदु पर मिलते हैं। हम कहते हैं कि विभुज के शीष॑लम्ब 
संगामी होते हैं। वह बिंदु जिस पर तीनों शीष॑लम्ब (या बढ़ाए हुए शीर्षलम्ब) 
मिलते हैं तिभुज का लम्बकेस्र (002७॥7०) कहलाता है। आकृति 3.8 
में कै, ७ 88८ का लम्बकेन्द्र है। 

टिप्पणी : आकृति 3.8 () में हम देखते हैं कि &00 एक न्यून कोण 

त्रिभुज है। हम यह भी देखते हैं कि विभूज का लम्बकेन्द्र उसके अभ्यंतर में 
स्थित है । कया यह प्रत्येक न्यून कोण ब्विभुज के लिए सत्य है? हाँ ! एक न्यून 
कोण ब्रिभुज का लम्बकेख विभुज के अभ्यंतर में स्थित होता है। । 

आकृति 3.8 (॥) में हम देखते हैं कि »8(: एक अधिक कोण त्रिभूज है। . 
हम यह भी देखते हैं कि इस त्िभुज का लम्बकेन्द्र व्विभुज के बहिर्भाग में स्थितू...07 
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है । क्‍या यह प्रत्येक अधिक कोण त्रिभुज के लिए सत्य है ? हाँ! एक अधिक 
कोण लिभुज का लम्बकेन्द्र ब्रिभुज के बहिर्भाग में स्थित होता है । 


अब यदि तिभुज समकोण त्रिभुज हो तो क्‍या होगा ? मान लीजिए 58८ 
एक स्मकोण त्रिभुज है जिसका: / ८ 
समकोण है। (देखिए आकृति 3.9) हम 
देखते हैं कि 0९, ७ से 8(! पर लम्ब . 


- ै 
£ 
है तथा 80, 8 से &(! पर लम्ब है। आर 
८ से.8छ8 पर लम्ब (फ खींचिए । 
अतः & 48८ के तीनों शीषलम्ब | 
क्रमश: 8 (., छ८ ओर (% हैं। हम ६ ट 
देखते हैं कि ये शी्ष लम्ब समकोण के शीर्ष 
€ पर मिलते हैं। क्या यह प्रत्येक सम- आकृति 3.9 


कोण व्विभुज के लिए सत्य है ? हाँ | सप्कोण बिभुज का लम्बकेन्द्र समकोण के 
शीष पर स्थित होता है। 


3.6 ब्रिभुज के कोण के समह्विभाजक 
आइए एक /७.७३९ 


2. | 
्ज 


लें और क्रमश: कोणों 8, 8 और ८ के समद्वि- 
भाजकों की रज़ना. करे. .दिखिए.. 5४ कै 
आकृति 3.]0) हम क्या देखते हैं? 
क्‍या वे एक ही बिंदु पर मिलते हैं?हाँ, 

वे एक ही बिंदु पर मिलते हैं । आइए 
जिस बिंदु पर वे मिलते हैं उसे । से 
व्यक्त करें। (देखिए आकृति 3.0) 

आइए अनेक व्विभुज लेकर और आकृति 43.40 

उनके कोणों के समद्विभाजकों (कोण- । 
समहिभाजकों ) की रचना कर इस प्रयोग को दोहराएँ। हम कया देखते हैं ? 
हम देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में त्रिभुज के कोण-समद्विभाजक एक ही बिंदु पर 
मिलते हैं। हम कहते हैं कि त्रिभुज के कोण-समद्विभाजक संगामी होते हैं। वह 
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बिंदु जिस पर तीनों कोण-समद्विभाजक मिलते हैं व्रिभुज का अंतः केसर 
(॥0७॥0७) कहलाता है । आकृति 3.0 में [, ७ 680८ का अंतः केन्द्र है। 


टिप्पणी : अगली कक्षाओं में हम त्रिभुग के बाहयः कोणों पर भी विचार 
करेंगे, उदाहरणार्थ, ('& से बढ़ाई हुई 8८ द्वारा बनाया गया कोण । इस स्थिति 
से अंतर दर्शाने के लिए हम उपर्युक्त कोणों के समद्विभाजकों को त्िभुज के 
कोणों के अंतः समहिभाजक (प्रा/शियान 05९८०६) कहते हैं। अत: ऊपर प्राप्त 
गुण पुनः इस प्रकार कहा जा सकता है, “ब्िभुज के कोणों के अतः समद्विभाजक 
संगामी होते हैं ।” हम यह सरलता से देख सकते हैं कि अंतः समद्विभाजक और 
अंतः केन्द्र सभी त्रिभुज के अभ्यंतर में स्थित होते हैं । 


3.7 ल्रिभज की भजाओं के लम्ब सपम्तद्विभाजक 


आइए एक त्रिभज 030! लें और उसकी भूजाओं 80', (४ और 59 के 
लम्ब समद्रविभाजक खींचें। (देखिए 
आक्ृति १3.|[) ये क्रमश: भुजाओं 3९, 
(*& और 483 पर उनके मध्य-बिंदुओं 
7), ४ और ४ से होकर जाने वाले लम्ब 
होंगे। हम क्या देखते हैं ? क्या ये एक ः ६ 
ही बिंदु पर मिलते हैं ? हाँ, ये एक ही 
बिंदु पर मिलते हैं। आइए जिस बिंदु 
पर ये मिलते हैं उसे 0) से व्यक्त करें। टे 
0, ७ 530 का परिकेद्ध (थाला॥- ९ ० ८ 
००७॥7०४)) कहलाता है । आक्ृति 43.॥] 

टिप्पणो | : त्रिभुज की माध्यिकाओं, शीर्षलम्बों और कोण-समह्विभाजकों 
को स्थिति में हमने, बहुत से त्रिभुज खींचकर और यह प्रेक्षण कर कि प्रत्येक 
स्थिति में तीनों माध्यिकाएँ या तीनों शीषेलम्ब या तीनों कोणों के अंत: सम- 
द्विभाजक संगामी हैं, अपने आपको “संतुष्ठ' कर लिया है। परन्तु अपने आपको 
: इस प्रकार से संतुष्ट” कर लेने को कुल मिलाकर संतोषजनक नहीं कहा जा 


सकता, क्योंकि उपर्यक्त कथनों में से किसी भी एक की सभी संभव तिभजों के 
लिए जाँच करना असंभव है। 


0 
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टिप्पणी 2 : हम अपने आपको किस प्रकार संतुष्ट करें कि एक कथन सभी 
संभव तिभजों के लिए सत्य है ? हम इस कथन पर विचार करते हैं कि तिभुज 
की भुजाओं के लम्ब समद्विभाजक संगामी होते हैं। 

हम मान लेते हैं कि &80 कोई 
त्िभज है। आइए 30 और ७०6 के 
लम्ब समद्विभाजकों की रचना करें। 
मान लीजिए वे 0 पर प्रतिच्छेद करते 
हैं । (देखिए आक्रृति 3.[2) 

हम यह दिखाना चाहते हैं कि 0, 
3 के लम्ब समद्रिभाजक पर भी स्थित् 
होगा। 

आइए 0 और 6, 0 और ४9 तथा आक्ृति 3,2 
0 और (! को मिलाएँ। 

चूँकि (3, 00 के लम्ब समद्विभाजक पर स्थित है, अतः वह 8 और (से 
समदूरस्थ है । (क्यों ?) 

इस प्रकार, (08-- (0९५ 

पुनः 0, (४ के लम्ब समध्िभाजक पर स्थित है, अतः 

(0(.७-०:९ ४. ५ 

चूँकि 08--00 और 00-०० है, अत: यह निष्कर्ष निकलता है कि 

(8५-५७ | 

इसका अर्थ है कि 0, & और 8 से भी समदूरस्थ है ॥* : 

अब आपको याद होगा कि दो बिद्ुओं से समदूरस्थ बिंदु को उन बिंदुओं 
की समभिति अक्ष अर्थात्‌ दोनों बिंदुओं को मिलाने वाले रेखाखंड के लम्ब सभ- 
द्विभाजक पर अवध्य स्थित होना चाहिए। अत: 0 को 83 के लम्ब सम- 
द्विभाजक 09 पर अवश्य स्थित होना चाहिए, अर्थात्‌ 0 तीनों लम्ब सम- 
द्विभाजकों पर स्थित है। दूसरे शब्दों में, त्रिभुज की भुजाओं के लम्ब 
समद्विभाजक एक ही बिदु पर मिलते हैं । 





उपर्युक्त तर्क प्रत्येक त्रिभुज के लिए मान्य है और इसलिए हम यह निष्कर्ष 
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निकाल सकते हैं कि एक लिभुज की भुजाओं के लम्ब समद्विश्ञाजक सेंगामी होते 
हैं। और अब इस गुण की प्रत्येक अलग-अलग स्थिति में जाँच करने की कोई 
आवश्यकता नहीं हे । जाँच करने की विधि की तुलना में निष्कर्ष तिकालने के 
लिए यह एक बहुत संतोषजनक विधि है, क्योंकि अलग-अलग स्थितियों में 
किसी गुण की कितनी भी जाँच की जाए उनसे उस गुण की सत्यता पूर्णतया 
निश्चित नहीं होती । | 

उपयुक्त निष्कर्ष निकालने में जो प्रक्रिया प्रयोग की गई है वह “उपपत्ति! 
(77००) कहलाती है और हम कहते हैं कि वह निष्कर्ष अथवा गुण 'सिद्ध! 
(770४४) कर दिया गया है। व्यापक रूप में, एक 'उपपक्ति' की प्रक्रिया में 
कुछ दिए हुए तथ्यों अथवा राशियों (उदाहरणार्थ, (५8९८! और उसकी भूजाओ 
के लम्ब समद्विभाजक) से प्रारम्भ करना, अन्य ज्ञात निष्कर्पों तथा न्यायसंगत 
तकों के नियमों (उदाहरणार्थ, एक रेखाखंड के लम्ब समृद्विभाजक पर स्थित 
बिंदुओं का समदूरस्थ गुण और यह तथ्य कि यदि 85८० और ७55८, तो 85-०) 
का प्रयोग करना तथा नए निष्कर्ष [उदाहरणार्थ, लम्ब समद्विभाजकों की 
संगामिता (००॥८७४४९०४०४)] निकालना सम्मिलित होता है । 

“उपपत्ति' की उपर्युक्त विधि ईसा से अनेक शताब्दियों पहले यूनानियों द्वारा 
विकसित की गई थी। प्रसिद्ध यूनानी गणितज्ञ यूक्‍क्लिड (लगभग 300 ई० पृ०) 
के समय तक इस विधि को परिपूर्ण कर लिया गया। यूक्लिड ने अपने समय 
तक ज्ञात सम्पूर्ण ज्यामितीय ज्ञॉनको दी ऐलोमेन्टस्‌ (7॥6 ॥श॥शाड) नामक 
तेरह ग्रंथों में. एकत्रित किया । उन्होंने अपने सभी:निष्कर्षों की उपपत्ति, ज्यामिति 
की आधारभूत संकल्पनाओं से प्रारम्भ करते हुए और कुछ ऐसे नियमों अथवा 
अभिगहीतों ((080065) का प्रयोग करते हुए जो उन्हें स्पष्टतया: सत्य 
प्रतीत होते थे, देकर विषय का तकंसंगत विकास किया । ॥ 

टिप्पणी 3 : हमने उपर्युक्त तक॑ इसलिए दिए हैं कि पाठक को “उपपत्ति' 
“की सँकल्पना' के विंष॑य-में कछ ज्ञान ही जाए तथा यह ज्ञात हो जाए कि उपपत्ति 
की आवश्यकता क्‍यों पड़ती है। परन्तु हम इस प्रक्रिया का क्रमबद्ध रूप से प्रयोग 
नहीं करेंगे। कहीं कहीं हम अपने निष्कर्षों के पक्ष में कुछ तक॑ अवश्य. दे सकते 


हैं। | 


टिप्पणी 4: त्रिभुज का परिवृत्त 
मान लीजिए ७8८ एक तििभूज है तथा 0 वह बिदु है जहाँ उसकी क्रमशः 
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तीनों भजाओं 8९, (७:और #8 के लम्ब समद्विधाजक 00), 08 और 
09 मिलते हैं। 

आपको याद होगा कि 

(08. :-()3--(0(: 
अतः यदि हम 0 को केन्द्र मानकर 
तथा 000 (या 08 या 00) ब्रिज्या 
लेकर एक वुत्त खींचें तो वह शीर्षों 
&, 3 और (४ से होकर जाएगा |. 
(देखिए आकृति 3.3) यह वृत्त 
तिभज का परिगत वत्त (शाटागर$- 
थ०१ टाटा) अथवा संक्षेप में 
परिवृत्त (थ/८ए्राथाट८) कहलाता 
है। उसकी त्रिज्या व्रिभुज की परिक्विज्या आकृति 3.3 
(थारए्राजतग्5) कहलाती है तथा 0 त्िभुज का परिकेद्र कहलाता है । 

टिप्पणी 5; आइए आक्ृति 3.]] का पुनः अवलोकन करें । हम देखते हैं 
कि 0४3८ एक न्यून कोण त्रिभुज है | हम यह भी देखते हैं कि ५५४९: 
का परिकेन्द्र व्विभुज के अभ्यंतर में स्थित है । क्‍या यह प्रत्येक न्‍्यून कोण विभुज 


के लिए सत्य है ? हाँ ! एक न्यून कोण बल्रिभुज का परिकेस्॑द्र उसके अध्यंतर में 
स्थित होता है । 








आकृति 3.44 
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अब यदि व्िभुज समकोण त्िभज अथवा अधिक कोण वतिभज हो तो क्या 


होगा ? पाठक को चाहिए कि वह जाँच करे कि 


(. 


' है। (देखिए आकृति 3.5) 


बु 


() एक समकोण तिभुज का परिकेन्द्र उसके कर्ण पर स्थित होता है 
और कर्ण का मध्यनबदु होता है। [देखिए आकृति 3.4(0) ] 
(07) एक अधिक कोण ब्िभज का परिकेन्द्र त्रिभज के बहिर्भाग में स्थित 
होता है। [देखिए आकृति 3.407) ] 
प्रदनावली 83.3 
एक लिभुज ४80 खींचिए । उसकी माध्यिकाओं ७70 और 85 की 
रचना कीजिए और उनके प्रतिच्छेद बिंदु को ५ से व्यक्त कीजिए । (! और 
को मिलाइए तथा आगे बढ़ाइए ताकि वह भूजा 49 से ४ पर मिले। 
जाँच कीजिए कि 9, /&४8 का मध्य-बिदु है । 


. एक त्रिभुज ४8९! खींचिए। उसकी माध्यिकाओं ७0, 85 और (की ' 


रचना कीजिए और उनके प्रतिच्छेद बिदु को 5 से व्यक्त कीजिए । ७05 
और (07) को मापिए | जाँच कीजिए कि 8(95--2 (0) है । 85 और 
075 तथा (१७ और (7 को मापिए। जाँच कीजिए कि 8055 2(5%8) 
तथा (5-2 (07) .है । 


- एक रेखाखंड 8(१--4 सें० मी० की. रचना कीजिए। ९! से होकर 80! पर 


एक लम्ब की रचना कीजिए और हि 
उसमे से (&--३3 सें० मी० काट 

लीजिए | 8 और & को मिलाइए 

आपको एक समकोण व्रिभज प्राप्त श्र 
होता है जिसका समकोण (४ पर 


१ ० ६ 


8९, (७ और ४98 के लम्ब 
समद्धिभाजक खींचिए । क्‍या ये 5 4 सें० मी० 
कर्ण 58 के मध्य-बिंदूं 0 पर 
मिलते हैं ? क्या 0, शीर्षों 8, 8 आक्ृति 43,45 
और (से समदूरस्थ है ? क्या &3--2 (0८) है 


* एक समबाहु तिभुज खींचिए। उसकी माध्यिकाओं की रचना कौजिए 


क्या तीनों माध्यिकाएँ बराबर हैं ? 


चा2 


5, 


न 


गणित 


एक तिभुज 03८ खींचिए और उसके कोण-समद्विभाजकों 80, छ& और 
(फ् की रचना कीजिए.। ये 
जिस बिंदु पर मिलते हैं उसे 
से व्यक्त कीजिए | (देखिए 
आकृति 3.6) 7 से 
भुजाओं 80, (४७ और 
#& ४ पर क्रमशः ॥?, 30 
और ॥7 लम्ब खींचिए । ९, 
30 और।तगक्‍न्‍र को मापिए। 
क्‍या ये बरावर हैं ? आकृति 3.6 . ' 


एक समबाहु त्रिभुज 83९: खींचिए और उसकी माध्यिका, उदाहरणार्थ, 
5०9 की रचना कीजिए । जाँच कीजिए कि ७0, ७७४९ का एक कोण- 
समद्धिभाजक भी है। क्या ७0, ७४४३९ का एक शीर्षलम्ब है ? क्‍या 
59, ४0590 की एक भुजा का लम्ब समद्विभाजक है ? 





. रिक्त स्थानों को भरिए : 


एक विभुज में, 
 ()] रा बिदू जिस पर तीनों माध्यिकाएं मिलती हैं,............कहलाता 
ठे। 
(7) वह बिंदु जिस पर तीनों शीर्षलम्ब मिलते हैं कहलाता है। 
(॥) वह बिंदु जिस पर तीनों कोण-समद्विभाजक्र मिलते हैं, 
कहलाता है । 
(९) बह बिंदू जिस पर तीनों भुजाओं के लम्ब समद्रिभाजक मिलते ' 
हैं, कहलाता है। है 





. एक न्यून' (या अधिक) कोण तिभुज 386 लीजिए। उसके शीर्षलम्बों की 


_ "रचतमा कीजिए और उसका लम्बकेन्द्र, उदाहरणार्थ, तर निर्धारित 


 कीजिए। जाँच कीजिए कि 


(0) 3, ७प्तृ४८ का लम्बकेन्द्र है । ४ 
(7) 8, /७प्न0५ का लम्बकेन्द्र है । 
(7) ८, 6 प्न७9 का लम्बकेन्द्र है। 
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मुख्य संकल्पताएँ 


तिभज के कोणों का योग  माध्यिकाएँ 
विभुज की किन्‍्ही दो |. शीरष॑लम्ब 
भुजाओं का योग त्रिभुज की।के «कोण समद्विभाजक | 
व्िभूज की समान भुजाओं भुजाओं के तम्ब 
के सम्मुख कोण समद्विभाजक 
त्विभुज के समान कोणों की 
सम्मुख भुजाएँ केच्रक 
तिभज में बड़ी भूजा का लम्बकेन्द् 
सम्मुख कोण अंत: केन्द्र 
तिभुज में बड़े कोण की परिकेद्ध 
सम्मुख भूजा परिवृत्त 


॥ "350 ]कक्राकए.प 





एकक हेए. 


तिभुजों की रचना और सर्वागससता 


४४०/आपकी याद होगा कि एक विभुज की तोन भुजाएँ और तौन कोण होते 
हैं। थे त्रिभुन के छः अवयव (शेशा।शा5) कहलाते हैं। इस एकक सें 
हम सीखेंगे कि एक तिभुज की रचना किस प्रकार की जाती है जबकि 
उसके तीन अवयव दिए हुए हों जिनमें से कम्त से कम्त एक एक भूजा 
हो। हम ब्रिभुजों की सर्वांगसमता (००९7८) का भो अध्ययतत 


९ 


करंगे। । 


4. भूमिका 
हम सर्वांग्सम (०0॥80था/ आकृतियों से,पहले से ही परिचित हैं। आपको 
याद होगा कि दो समतल जआाकृतियाँ सर्वागसम होती हैं यदि, उन्हें गत्ते के टुकड़े 
मानते हुए, एक को उठा कर दुसरे पर इस प्रकार रखा जा सके कि बहेँ दूसरे को 
पूर्णतया ढक ले अर्थात्‌ दूसरे के साथ संपाती हो जाए। साथ ही, दो सर्वागसम 
आह्ृतियाँ सभी प्रकार से समान होती हैं। विशिष्ट रूप में हम कहते हैं कि दो 
बिभुज सर्वांगसम् होते हैं यदि, उन्हें गते के दकड़े मानते हुए, एक को उठाकर 
.. दूसरे पर इस प्रकार रखा जा सके कि वह दूसरे के साथ संपाती हो जाए। पुनः 
दो सर्वांगसम त्रिभुज सभी प्रकार से समान होते हैं। दूसरे शब्दों में, दो सर्वाग- 
सम विभुजों के सभी छः अवयव (तीन भुजाएं और तीन कोण) समान होते हैं। 
को अब हम कृछ तिभूजों की रचना करना सीखेंगे ओर वे प्रतिबन्ध प्राप्त 
करेंगे जिनके अंतर्गत दो तिभुज सर्वांगसम होते हैं । 
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4.2 लिभज की रचना करना जबकि उसकी तीनों भुजाएंँ दी हुई हैं 


मान लीजिए दी हुई भुजांओं की लम्बाइयाँ, उदाहरणाथ, क्रमश 
4 सें० मी०,.5 सें० मी० और 6 सें० मी ० 
हैं। आपको याद होगा कि एक त्विभुज की 
रचना करने के चरण, जबकि उसकी 
तीनों भूजाएं दी हुई हों, निम्न हैं 

चरण 4 : हम एक रेखाखंड, उदा- 
हरणाथ, 8-4 सें० मी० की रचना 
करते हैं। (देखिए आकृति 4.) 

चरण 2 : 3 को केन्द्र मानकर और 
6 सें० मी० की त्िज्या लेकर हम एक 





चाप खींचते हैं। 
चरण 3 : (! को केन्द्र मानकर और 
5 सें० मी० की त्रिज्या लेकर हम एक 8 4 स० भी... ८ 
अभय न्नाप खींचते हैं जो कि पहले चाप 
को & पर कादता है।. /# आकृति 4॥ 


चरण 4 : हम 4 और 8 तथा ४ और (! को मिलाते हैं । 


तब, 49९0 वाँछित ब्विभुज है जिसकी भजाएँ 80', (७ और /३ क्रमश 
4 सें० मी०, 5 सें० मी० और 6 सें० मी० लम्बाइयों की हैं । 


4.3 , दो ब्विभुजों की सर्वांगसमता जबकि एक लिभुज की तोतों भुजाएँ दूसरे की 
तीनों भुजाओं के समान हों 


हमने ऊपर देखा कि उस त्रिभुज की रचना किस प्रकार की जाती है 
जिसकी. तीनों भुजाए' दी हुई हों। हम अपने आप से एक प्रश्त पूछते हैं। ऐसे 
कितने लिभुजों की रचना की जा सकती है ? 


यह सरलता से देखा जा सकता है कि ऐसे कम से कम दो ल्विभुज अवश्य 


हैं। जब हम फ्रे और ( को केन्द्र मानकर और क्रमशः 6 सें० भी० और 
5 सें० मी० द्विज्याएँ लेकर चाप खींचते हैं तो चाप केवल & पर ही नहीं काटते - 
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अपितु बिन्दु [0 पर भी काठते हैं जता 
कि आकृति 4.2 में दिखाया गया है । 
& ॥080 की भुजाए भी 4 सें० मी०, 
5 सें० भी० और 6 सें० मी० हैं । 


क्या इन भुजाओं वाले कुछ और 
भी त्रिभज हैं ? हम देखते हैं कि हम 
8८ को जिस स्थिति में चाहें ले 
सकते हैं। 8 की प्रत्येक भिन्‍न 
स्थिति के लिए हमें वाँछित तीनों 
भूजाओं वाला एक त्रिभज प्राप्त होता 
है। उदाहरणार्थ, यदि हम 80: को 
छा? को स्थिति में लें ओर विभिन्‍न 
चरणों में रचना करें तो हमें एक अन्य 
त्िभुज [95 प्राप्त होता है जिसकी 
भुजाएँ 4 सें० मी०,5 सें० मी० और 
6 सें० मी० हैं। देखिए आकृति 4.3) 


इस प्रकार यह स्पष्ट है कि हम 
ऐसे चाहे जितने जिभुनों को रचनाएँ 
कर सकते हैं जिनकी भुजाएँ दी हुई 
लस्बाइयों की हों । आकृति 4,2 

अब हम अपने आप से एक अन्य बहुत ही स्वाभाविक प्रश्न पूछते हैं । इन 
सब बिभुजों के आकार (७90०) और साइज्न (82७) केसे होंगे ? 

आइए निम्न प्रयोग को करें 

हम एक पतले गत्ते पर दो त्रिभुज, उदाहरणाथे, &8(2 और 057 बींचते 
हैं ताकि 3(!--४०--4 सें ० मी०, (/॥--४०४)0--5 सें० मी० और /3--08 
न सें० मी० हो | (देखिए आक्षति 4.3) इन्हें काट लीजिए और /७ 087 
दाम कक 5: पट कप पर 8 0: कक 200: 9० 2 455 पल कर 

*तिस्संदेह, जबकि किन्हीं दो भुजाओं का योग तीसरी भुआ से बड़ा हो । 
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िि 





8 4 सें० मी० ( छ् 4 मे मी० - 


आकृति 4.3 

को ७ 6830८ पर इस प्रकार रखिए कि 2, 8 पर पड़े, और ४87, 80 के 
अनुदिश पड़े । हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि ७ 057, ७ 580 के 
साथ संपाती हो जाता है। दूसरे शब्दों में, दोनों लिभुज सर्वांगसम हैं । 

आइए दी हुई तीन भुजाओं वाले त्रिभुजों के अनेक युग्मों की रचना कर इस 
प्रयोग को दोहराएं। हम क्या देखंतें हैं ? हम देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में दोनों 
तिभुज सर्वांगसम हैं | हम कहते हैं कि यदि एक त्रिभुज की तीनों भुजाएँ क्रमशः 
दूसरे ब्विभुज की तीनों भूजाओं के समान हों, तो दोनों त्रिभुज सर्वांगसम होते हैं । 
अर्थात्‌ यह कि यदि दो त्रिभुजों 480 और 070 में 8८-४०, (8०-४७ और 
3-09 हो तो ७3४९८, (५70 के सर्वांगसम है । हम इसे /५७8९५० . 
20598 (जिसे ७830८ स्वीगसम है. ७॥7087 पढ़ा जाता है) लिखते हैं । 

क्या आप देखते हैं कि व्रिभुजों 03(: और |) में / ७-८ ७, 
८357 ८ £ तथा / (5 /४' है? हम कहते हैं कि शीर्ष & शीर्ष ) के तदनुरूषी 
है, शीर्ष 8 शीर्ष 0 के तदनुरूपी है तथा शीर्ष (,,शीर्ष 7? के तदनुरूपी है। 
साथ ही, &8 और 705, 8(१ और 7, (४ और 70, /& और “/]0, 
८5 और / ४ तथा /(! और / 7 दोनों सर्वांगसम त्रिभुजों के तदनुरूपी भाग 
(०००९४्॒णाभाए्र ए॥७) कहलाते हैं । 

चूँकि एक त्रिभुज की तीन भुजाएँ क्रमश: दूसरे त्रिभुज की तीन भुजाओं के 
समान हैं, अतः हम उपरय्‌क्‍त गुण को भुजा-भुजा-भुजा (आंव९-आ00-आंत6) या 
संक्षेप में 558 सर्वांगसमता नियम कहते हैं । 
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टिप्पणी : हम देख चुके हैं कि दी हुई भुजाओं वाले सभी बिभुज सर्वांगसम 
हैं अर्थात्‌ उनके एक हो आकार तथा एक ही साइज़ हैं। अतः हम कहते हैं कि 
पदि किसी तिभुज की भजाएँ दी हुई हों तो उसके आकार और साइज़ पूर्णतया 
निर्धारित हो जाते हैं । 


प्रशनावली 4. 


. एक व्रिभुज 880 की रचना कीजिए जबकि दिया है कि 


() 80-5.3 सें० मी०, (७७-5 सें० मी०, ह35-4 सें० मी० 
(0) 80-4 सें० मी०, 0.8--७३८-5.7 सें० मी० 
(#) 80:७८९०:७--७)३७-5 सें० मी० 
(५) 8९५३ सें० मी०, (७-4 सें० मी०, ७3--5 सें० मी० 
()--07) में बताइए कि कौनसा त्रिभुज विषमबाहु है, कौन सा समद्विबाहुं 
है तथा कौन सा समबाहु। (५) में /( को मापिए। क्‍या यह एक सम- 
कोण है ? 


2. एक पतले गत्ते परःएक व्रिभज़ खींचिए। 80, (७४ और &छ को क्रमश 
70, 8& और ४7 पर समद्वि- 
भाजित कीजिए । (देखिए 

. आकृति 44.4) चार छोटे 


/ 


त्रिभुज प्राप्त करने के लिए उसे न्र््ह्‌ . 
हए, का) और ए8 के 

अनुदिश काटिए । जाँच 

कीजिए कि ये चारों विभुज 8 कि ८ 
सर्वांगसम हैं। क्या अब आप आकृति 4.4 


देख सकते हैं कि //75--/ एछ)), /&४४४-- /7४(0)0 तथा 
5 | 8८ है। तथा यह भी कि ह87--३8(0 है । 
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4.4 ब्िभुज की रखना करना जबकि उसकी दो भूजाएँ और बीच का कोण 
दिया हुआ है जि हर 

मान लीजिए दी हुई दो भुजाएँ, उदाहरणार्थ, 5 सें० मी० और 4 सें० मी० 
हैं और उनके बीच का कोण 
53” है । हम वॉाँछित तिभुज 
की रचना निम्न चरणों में 
करते हैं : 

चरण  : हम एक रेखा- 
खंड, उदाहरणार्थ, 8(- 
5 सें० मी० की रचना करते हैं । 

चरण 2: (: पर हम 
८530(7०-537? बनाते हैं । दा 
(देखिए आकृति 4.5) 8 5. ल ९ मो ८ 

चरण३3: “83८7? की आकृति 44.5 
भुजा (९? से हम (७--4 सें० मी० काट लेते हैं। 

चरण 4 : हम. और 8 को मिल्ाते हैं । | 

तब 83९ ही वाँछित व्रिभुज हैं जिंसकी भुजाएँ 80 और (८ क्रमशः 
5 सें० मी० और 4 सें० मी० हैं तथा बीच का कोण 30.4, 53" है। 

अगले अनुच्छेद में हम ऐसे त्विभुजों की सर्वांगसमता के प्रश्न को ले रहे हैं। 
4.5 दो विभुजों की सर्वांगसमता जबकि एक तिभज की दो भुजाएँ और बीच 

का कोण क्रमशः दूसरे लिभुज की दो भुजाओं ओर बीच के कोण के समान 





हम यह पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ रहे हैं कि वह स्वयं को संतुष्ट करे कि : 
दी हुई दो भुजाओं और दिए हुए बीच के कोण वाले त्रिभुजों की संख्या चाहें 
जितनी हो सकती है । 

आइए एक पतले गत्ते पर दो ब्विभुजों #80! और ॥0898 की रचना करें 
ताकि 80-777--5 सें० मी०, ("/8४--॥]20--4 सें० मी० तथा /8(.6-- 
८070-53” हो । (देखिए आकृति 4.6) पाठक को चाहिए कि वह एक 
उसी प्रकार का प्रयोग करे जैसा कि अनुच्छेद 4.3 में किया था और जाँच करे 
कि ७ध083८९०: ७7089 है। अतः हम कहते हैं कि दो विभुज सर्वांगसम होते 
हैं यदि एक लिभुज की दो भुजाएँ और बीच का कोण क्रमशः दूसरे लिभुज की 
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3 5 तें० मी० (्‌ £ 5 सें० मीं० £ 
आकृति 4,6 
दो भुजाओं और बीच के कोण के समान हों। अर्थात्‌ यह कि यदि दो ब्िभुजों 
4+0 और 0977 में 8-%, (७७-00 तथा ८80८8 -- / पाए) हो, 
, तो 0558८५« / 0॥% होता है। 
चूँकि एक त्रिभुज की दो भुजाएँ और बीच का कोण दूसरे त्रिभुज की दो 
भुजाओं और बीच के कोण के समान हैं, अतः हम उपर्युक्त गुण को भुजा-कोण 
. भुजा (&ं00-478)९-906) या संक्षेप में 8538 सर्वांगसमता नियम कहते हैं। 
“टिप्पणी । : हमने दी हुई भुजाओं 87 और (१ तथा बीच के कोण -0- 
के लिए 855 नियम की जाँच की है । परन्तु यह स्पष्ट है कि यह नियम 
किन्ही भी दो भुजाओं और बीच के कोण के लिए सत्य है । 
टिप्पणी 2: 998 वाली स्थिति की ही तरह, हम देखते हैं कि यदि किसी 
तिभुज की कोई दो भुजाएं और बीच का कोण दिया हुआ हो तो उसके आकार 
और साइस्ञ पूर्णतया निर्धारित हो जते हैं । 


प्रशगावली 4.2 


१" एक तिभुज 880 की रचना कीजिए जबकि दिया हुआ है कि 

() 5 3--4.6 सें० मी०, 980५--3.7 सें० मी०, ८3--60? 

(7) 80559 सें० मी०, (/8--4.8 सें० मी०, // 0-45" 
(0) (५0--५७४8-३5 सें० सी०, /॥--65" 
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2. एक समह्विबाहु समकोण त्विभुज की रचना कॉजए जिसकी समान भुजाओं 


में से प्रत्येक 5 सें० मी० लम्बाई की हो । 
3. एक त्रिभज ७80 की रचना कीजिए 


जिसमें 583--5 सें० मी०, 
2(>-4॑ सें० भी० और 
८4560" है । 6 का 
समद्विभाजक खींचिए और 
मान लीजिए कि यह भजा 
30 से & पर मिलता है । 
58#ऋ और >ए को मापिए 
और जाँच कीजिए कि 
एड ; जट-5 : 4 है । 


(देखिए आकृति 4.7) 





5 झें० मी० 8 
आक्ृति 4.7 


44.6 लिभुज की रचना करता जबकि उसके दो कोण और बीच की भुजा दिए 


:. हुए हों 
मान लीजिए व्रिभूज के दिए हुए दो कोण 70" और 50? हैं तथा इन 


कोणों के बीच की भजा 
6 सें० मी७ 

हम वॉछित त्रिभज 
की रचना निम्त चरणों 
में करते हैं 

चरण |: हम एक 
रेखाखंड, उदाहरणार्थ, 
8८<-6 सें० मी० की | 
रखना करते हैं। 

चरण 2: 8 पर 
हम / (3॥70 --70* की 
रचना करते हैं । 

. चरण 3: (८ पर. 
हम “3९१४-50? की 
रचना करते हैं ताकि 





6 सें० मी० ( 


आकृति 4.8 
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८४, 0 को & पर प्रतिच्छेद करे । (देखिए आकृति 4.8) 


तब 680 ही वॉँछित तिभुज है जिसके कोण छे और ( क्रमशः 70" और 
50 हैं तथा बीच की भूजा 80, 6 सें० मी० है। 


अगले अनुच्छेद में हम ऐसे त्रिभुजों की सर्वांगसमता पर विचार करेंगे 
44.7 दो लिभुजों की सर्वांगसमता जबकि एक विभुज के दो कोण और बीच को 
भुजा क्रमशः दूसरे तिभुज के दो कोणों और बीच को भुजा के समान हों 


आइए एक पतले गत्ते पर दो त्रिभुजों 80! और 087 की रचना करें 
ताकि ८&3+-- ८55८-70, ८0 ८ पिच 307 और 80--77-- 6 सें० मी 
हो । (देखिए आक्ृति 4.9) 


है 





7 6 सें& मौ० ! 
आकृति 44.9 . 


हम यह पाठक के लिए छोड़ रहे हैंकि वह जाँच करे कि 
: "0680५ ५089 है। है 


अतः हम कहते हैं कि दो लिभुज सर्वांगसम. होते हैं यदि एक लिभज के दो 
कोण और बीच की भजा क्रमशः दूसरे त्रिभुन के दो कोणों और बीच को भजा 
के समान हों । अर्थात्‌ यह कि यदि दो ब्विभजों 480 और 7) में / ४- ,/ ॥7, 
८९-८४ + तथा 8(>-9 हो, तो 24700 < 0077 होता है । 
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चूँकि एक त्िभुज के दो कोण ओर बीच की भूजा क्रमशः दूसरे व्विभुज के दो 
कोणों और बीच की भुजा के समान हैं, अतः हम' उपर्युक्त गुण को कोण-भुजा- 
कोण (शाए्टो९-छं१९-॥ए्ट०) या संक्षेप में 8848 सर्वांगसमता नियम कहते हैं । 


टिप्पणी : 555 और $.09 स्थितियों की ही तरह हम देखते हैं कि यदि 
किसी तिभुज के दो कोण और बीच की भुजा दिए हुए हों तो उस लिभुज के 
आकार और साइज़ पूर्णतया निर्धारित हो जाते हैं । 


प्रश्तावली 4.3 
], एक त्रिभूज 580 की रचता कीजिए जबकि दिया है कि : 
() 80-37 सें० मी०, // 8-60", / 0-75" 
(0) 0&--4.9 सें० मी०, /(१->53", /8-८677 
0॥) 88--5.6 सें० मी०, ८#5-00", / 8--30? 
2, एक लिभूुज ४४80८ की रचना कीजिए जिसमें 380७5 सें० मी०, 
८.&5-30" तथा /83--657 है। 
3. एक समकोण त्रिभुज की रचना कीजिए जिसका कर्ण 6 सें० मी० और एक 
- “न्यून: कोण 60% क्र हो । दूसरे न्‍्यून कोण को मापिए। जाँच कीजिए कि 
दूसरे न्‍्यून कोण की सम्पुख भुजा 3 सें० मी० है | 
4. एक समद्विबाहु त्रिमुज 687 को रचना कोजिए जिसमें आधार 
8८-55 सें० भी० तथा शीर्ष कोण 85-45” है । 
]4,8 समकोण लिभूज की रचना करना जबकि उसका कर्ण और एक भुजा दिए 
हुए हों 
मान लीजिए दी हुई भुजा 4 सें० मी० है तथा कण 5 सें० मी० है । 
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हम वाँछित समकोण ल्लिभुज की 
रचना निम्त चरणों में करते हैं : 8] 
चरण | ; हम एक रेखाखंड, उदा- । 
: हरणार्थ, 8054 सें० मी० की रचना 
करते हैं । 
चरण 2: (: पर हम ८० | 8९ 
की रचना करते हैं। | 
चरण 3 : 3 को केन्द्र मानकर तथा 
कण के बराबर (अर्थात्‌ 5 सें० मी०) की 
त्विज्या लेकर हम एक चाप खींचते हैं 
जो कि (४) को मान लीजिए & पर 





काटता है । (देखिए आकृति 4.]0) |] 4 सें० मी०... (. 
चरण 4: हम & और ४9 को आकृति 4.0 
मिलाते हैं । 


तब ४90 ही वाँछित समकोण त्रिभुज है जिसमें भुजा 8-4 सें० मी०, 
कर्ण 88-55 सें० मी० तथा /(! एक ससकोण है। 

अगले अनुच्छेद में हम ऐसे समकोण जिभुजों की सर्वांगसमता के प्रश्ल पर 
विचार करेंगे । 
44.9 दो सम्कोण विभजों की सर्वागसमता जबकि एक लिभुज का कर्ण और एक 

भुजा क्रमशः दूसरे लिभुज के कर्ण और एक: भुजा के समान हों 

आइए एक पतले गत्ते पर समकोण तिभुजों के ऐसे कई युग्म बनाएँ कि 
प्रत्येक युग्म में एक त्िभुज का कर्ण और एक भुजा क्रमशः दूसरे ब्रिभुज के 
कर्ण और एक भुजा के समान हों । (देखिए आकृति 4.8) 

हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में दोनों त्विभुज सर्वांगसम 
हैं। अतः हम कहते हैं कि दो समकोण ल्िभुज सर्वांगसम होते हैं यदि एक तिभुज 
का कर्ण ओर एक भूजा क्रमशः दूसरे ब्रिभुज के कर्ण और एक भुजा के समान हों। 

चूँकि एक समकौोण (पर-्ठा। क्षा?ह/ॉ८०) त्विभुज का कर्ण और एक भुजा 
क्रमशः दूसरे समकोण ब्विभुज के कर्ण और एक भुजा के- समान हैं, अतः: हम 


उपयुक्त गुण को लम्ब-कर्ण-भुजा (7र्टा॥-59फ70/शाए5४९-४०१९) या संक्षेप में 
त5 सर्वांग्ससता नियम कहते हैं। 
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8 4 सें० मी० (ः 
आक्ृति 44.॥॥ 


टिप्पणी : पहले की स्थितियों की ही तरह, हम देखते हैं कि यदि एक समकोण ह 
बिभज का कर्ण और एक भुजा दिए हुए हों तो उसके आकार और साइज, 
पूर्णतया निर्धारित हो जाते हैं । 


]4.0 एक महत्वपुर्ण पर्यवेक्षण 


अभ्नी तक हमने त्रिभुजों की जो रचनाएँ की हैं उन सभी में हमें त्रिभुज के 
तीन अवयव दिए हुए हैं जिसमें से कम से कम एक एक भुजा अवश्य है। यहाँ 
तक क्रि रिन्ि$ की स्थिति में भी अवयवों की संख्या तीन अर्थात्‌ समकोण, कर्ण 
और एक भजा है | अतः हम कहते हैं कि व्यापक रूप में यदि एक ब्रिभज के तीन 
अवयव दिए हुए हों जिनमें कम से कम एक एक भुजा अवश्य हो तो उस ब्िभुज 
के आकार ओर साइज़ पूर्णतया निर्धारित हो जाते हैं । 


प्रश्तावली 4,4 


]. एक समकोण त्िभुज की रचना कीजिए जबकि दिया है कि 
6) कर्ण-56.3 सें० मी०, एक भुजा--4.] सें० मी० 
(0॥) कर्ण -+5.9 सें० मी०, एक भुजा--3.7 सें० मी० 
60) कर्ण+5 सें० मी०, एक भुजा--3 सें० मी० 
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2. एक समकोण त्रिभुज की रचना कीजिए जिसमें कर्ण एक भुजा का दुगुना 
. हो। उसके न्यून कोणों को मापिए। 

3, अपने 30 सेट-स्क्वायर की भुजाओं को मापिए। जाँच की|जए कि उसका 

कर्ण 30? कोण वाले किनारे (०086) की लम्बाई का दुगुना है | 
4,] संदिग्ध स्थिति 

हमने ऊपर कहा है कि व्यापक रूप सें यदि एक तिभुज के तीन अवयब दिए 
हुए हों जिनमें कम से कम एक एक भजा अवश्य हो तो उस लिभुज के आकार 
और साइज़ पूर्णतया निर्धारित हो जाते हैं। परन्तु इस कथन का एक अपवाद 
भी है। जैसा कि हम नीचे देखेंगे कि यदि दो भुजाएँ और इन भुजाओं में से एक 
का सम्मुख कोण (अर्थात्‌ बीच का कोण नहीं) दिए हुए हों तो व्रिभुज के आकार 
और साइज़ पूर्णतया निर्धारित करना सदेव संभव नहीं होता । 

आइए एक विभुज ४80 की रचता करने का प्रयत्न करें जिसमें 
4354 से० मी०, 3(:७-5 सें० मी० तथा /(:--45? है। हम यह रचना 
तिम्त चरणों में करते हैं : 

चरण | : हम एक रेखाखंड 
8-55 सें० मी० की रचना 
करते हैं । 

चरण 2 : ( पर हम 
00457 की रचना करते 
हैं । 

चरणं3 % छ की कै; मान: 
कर और 4 सें० मी० की त्रिज्या 
लेकर हम एक चाप खींचते हैं। 
(देखिए आकृति 4.2) 

हम देखते हैं कि यह चाप (0 
को, उदाहरणार्थ, दो बिंदुओं & 
और ४ पर काटता है । आकृति 74.2 

चरण 4: हम 6 और 8 तथा ह ह 
2 और ऐ को मिलाते हैं। तब विभुजों 480 और 6' 8८ में से प्रत्येक के 
वॉछित तीन अवयव हैं| परन्तु दोनों त्रिभुज आकार तथा साथ ही साइज़ में 
भिन्‍न हैं। इस प्रकार हम एक संदिग्ध (987०7) स्थिति में आ जाते हैं 
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कि इन दोनों तिभजों में से किस त्िभज को वाँछित त्रिभज माता जाए। इसी 
कारण हम इस स्थिति को संदिग्ध स्थिति कहते हैं। 
टिप्पणी : पाठक यह ध्यान दें कि यदि 8, के से ([) पर लम्ब से 
छोटा है तो ऐसे किसी भी त्िभूज की रचना नहीं की जा सकती। (क्यों!) 
टिप्पणी 2 : यदि हमें निम्न में से कोई भी एक दिया हो तो संदिधता 
समाप्त हो जाती है और हम एक ही विभज प्राप्त करते हैं : 
[) ८५७१, 
जे 43, ह से ()) पर लम्ब के समान हो, जिससे / ८90" हो 
जाता है। 
(]) और [) में से प्रत्येक में हम एक समकोण व्िभुज प्राप्त करते हैं । 






घ्ट्झ्ट संकल्पताएँ 
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नियम 
| $$9 सर्वागसमता रप्त$ सर्वागसमता 
नियम | नियम 
0/$ सर्वांग्समता संदिग्ध स्थिति 


नियम 


एकक 3५ 


चतर्भज 


इस एकक में हम चार भुजाओं से बनी आक्तियों अर्थात्‌ चतुर्भुजों 
((ए३0ी॥0्ष 45) के बारे में अध्ययन करेंगे। हम यह भी सीखेगे कि 
कुछ चतुर्भुजों की रचना किस प्रकार को जातो है जबकि उनके कुछ 
अवयव (भुजाएं ओर कोण) दिए हुए हों। 





85। भूमिका 

: हम तीन (ब्रि) भुजाओं (भुज ) से बनी आक्षृतियों अर्थात्‌ ब्विभुजों से पहले 
ही परिचित हैं। हम वर्ग, आयत, इत्यादि के बारे में भी पढ़ चुके हैं जो कि चार 
भूजाओं से बनी आकृतियाँ हैं। अब हम चतुर्भुजों अर्थात्‌ चार (पता) 
भजाओं (2098) से बनी आक्ृृतियों के बारे में कुछ और पढ़ेंगे। हम यह भी 


सीखेंगे कि कुछ चतुर्भजों की रचना किस प्रकार की जाती है जबकि उनके कुछ 
अवयव अर्थात्‌ भुजाएँ और कोण दिए हुए हों । ह 


आइए निम्न आक्षतियों पर विचार करे : 
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शै 


() ह (॥) 
-आफ्रति 45.4 

ऐसी आक्वतियाँ जो चार रेखाखंडों से बनी हैं चतुर्भूज कहलाती हैं। चार 
ऐसे रेखाखंडों से बनी बंद आकृति कि कोई दो रेखाखंड काटते हुए परस्पर पार 
(0०४५) न करें चतुर्भुज कहलाती है। 

यह स्पष्ट है कि आकृति 45.2 
में 08070 एक चतुर्भुज नहीं है । 

आइए आक्ृति 5.] का पुनः 
अवलोकन करें। रेखाखंड. ४33, 
8८, (70 और 75 चतुर्भज 
“8८70 की भुजाएँ कहलाती हैं। 
बिंदु 8, 8, ( और 9) चतुर्भज 
&3(.0 के शीर्ष कहलाते हैं। साथ - 
ही 8,(2 और 8,0 सम्मुख शोधों 4 सु 
(०ए०ञं(४ एशं०९७) के युग्म हैं । आकृति 5.2 
सम्मुख शीर्षों को मिलाने वाले रेखाखंड अर्थात्‌ रेखाखंड 8९2 और छा0 
चतुर्भज 88९.) के बिकर्ण (04720॥45) कहलाते हैं। 


ध्यान दीजिए कि चतुर्भज के प्रत्येक शीर्ष पर एक कोण बना हुआ है ! ये 
चतुर्भुज के अंतःकोण या संक्षेप में कोण कहलाते हैं । इस प्रकार कोण 7047, 
23९, 8(70 और ८728 चतुर्भज 83९7) के कोण हैं। प्रायः जब कोई 
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भ्रम न होता हो तो हम इन कोणों को क्रमशः /6, ८3, /(: और / 9 
से व्यक्त करते हैं । 
दो भजाएँ जैसे कि ७8 और 80), जिनमें एक शीर्ष (8) उभयनिष्ठ है 
चतुर्भूज की आसन्‍्त भुजाएँ (80]4०७॥ ४९४) कहलाती हैं। दो भुजाएँ जंसे 
कि / 3 और (72 जिनमें कोई शीर्ष उभयनिष्ठ नहीं है चतुर्भूज की सम्मुख 
शुजञाओं (०0०४९ आंत) का एक युग्म कहलाता है। सम्मुख भजाओं के दो 
यूग्म हैं। हमने एक गुग्म आपको ऊपर बता दिया.है। क्या आप दूसरा 
युग्म' बता सकते हैं ? 
. अत में, चतुर्भूज ॥300 की चारों भुजाओं की लम्बाइयों का योग अर्थात्‌ 
, + औफि+90+-0०--06 चतुर्भज का परिमाप (00॥/०७) कहलाता है । 
अगले अनुच्छेद में हम चतुर्भूग के अभ्यंतर ओर बहििर्भाग के बारे में 
अध्ययन करेंगे । 


5.2 चतुर्मुज का अध्यंतर और बहिर्भाग 


आइए एक कागज के पन्‍ते पर एक चतुर्भन 88८ खींचें। यह चतुर्भज 
तल के (सभी) बिदुओं 
को तीन भागों में वाँट /ि ् 22 0? 
देता है। पहला, बिदु 
जैसे कि ? जिन्हें हम 
कहते हैं कियेचतुर्भज के. « . 
अंदर स्थित हैं। दूसरा, ४ 





बिंदु जेसे कि 0) जिल्हेँ 

हम कहते हैं कि य॑ चतु 8 हर 
भूज के बाहर स्थित हैं । ८ 
ओर तीसरा, बिदु ज॑से कि हि जो कि आकृति 45.3 


चतुर्भूज की एक भजा पर स्थित हैं| (देखिए आकृति 5.3) 


तल का वह भाग जिसमें ऐसे सभो बिंदु ? सम्मिलित हैं चतुर्भज का अभ्यंत्तर 
कहलाता है। 

ऐसे सभी बिंदुओं हि से जो बनता है उसे अध्यंतर की सीमा (90ए्रातेश्ष'ए 
रण 8 ॥0स्‍(श०/) कहा जाता है| चतुर्भज 68९४) के अभ्यंतर और उसकी 
सीमा को मिलाकर चतुर्भुजीय क्षेत्र (047॥र॥श॥]॥७ह्टाँणाी) ४800) कहते हैं। 
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तल का वह भाग जिसमें ऐसे सभी बिंदु 0 सम्मिलित हैं चतुर्भून का 
बहिर्भाग कहलाता है। 

' आइए कल्पना करें कि हम चतुर्भन 88९८0 के चारों ओर उसकी भुजाओं 
के अनुदिश वामावते दिशा में चल रहे हैं जेसा कि आकृति 5.3 में तीरों द्वारा 
दर्शाया गया है। हमारे किस ओर चतुर्भूज का अभ्यंतर स्थित होगा ? (बाई या 
दाई ?) हमारे किस ओर बहिर्भाग स्थित होगा ? हम देखते हैं कि चतुर्भज का 
अभ्यंतर सदेव हमारे बाईं ओर स्थित है तथा बहिर्भाग सर्देव हमारे दाई ओर । 
इस पर्यवेक्षण का चतुर्भज के अभ्यंतर और बहिर्भाग के बीच भेद बताने में एक 
नियम के रूप में प्रयोग किया जा सकता है । ह 

हम यह भी देखते हैं कि यदि हम' चतुर्भूज के अभ्यंतर के किसी बिंदु से 
उसके बहिर्भाग के किसी बिंदु तक जाना चाहें अथवा बहिर्भाग के किसी बिंदु से 
अभ्यंतर के किसी बिंदु तक जाना चाहें तो हमें चतर्भूज को अवश्य ही पार 
करता (काटना) पड़ेगा । 
5.3 उत्तल और अवतल चतुर्भुज 

आइए पुनः आकृति 5.] पर विचार करें। आइए [5.] () में उसके: 
अभ्यंतर में कोई दो बिदु ? और ७0 
लें (देखिए आकृति 5.4) और ? 
और (0 को मिलाएँ । हम क्या देखते 
हैं ? हम देखते हैं कि रेखाखंड 200 
के सभी बिंदु चतुर्भत 53९७ के 
अभ्यंतर में स्थित हैं। अर्थात्‌ यह 
कहना चाहिए कि.? और 0 को : 
मिलाने बाला रखाखंड (?0) 
पूर्णतया चतुर्भूज 4807) के अंदर 
स्थित है। 





| आकृति 45.4 

आइए उपयक्त चतुर्भुज के अभ्यंतर में बिंदुओं के अनेक युग्म लेकंर इस 
प्रयोग को दोहराएँ । हम देखते हैं.कि चतुर्भूत +8(0 के अभ्यतर के किन्हो 
दो बिंदुओं को मिलाने वाला रेखाखंड पूर्णतया चतुर्भुज के अंदर स्थित है। ऐसा 
चतुर्भूज एक उत्तल चतुर्भुज (०णाए०८८ वा॥07909)) कहलाता है। दूसरे 
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शब्दों में, ऐसा चतुर्भूज जिसके अभ्यंतर में स्थित किन्ही दो बिंदुओं को मिलाने 
वाला रेखाखंड पूर्णतया उस चतुर्भुज के अंदर स्थित हो एक उत्तल चतुभुज 
कहलाता है। ही ह 

अब आइए आकृति! 45. (॥) 0 
पर विचार करें और विदू ?, 0, हर 
और $ इस प्रकार लें जैसे कि आक्ृति 
5.5 में दिखाए गए हैं। हम देखते हैं 
कि यद्यपि रेखाखंड ?0 पूर्णतया 
चतुर्भन के अन्दर स्थित है परल्तु 
रेखाखंड २६ पूर्णतया चतुर्भुज के 
अन्दर स्थित नहीं है। दूसरे शब्दों में, 
चतर्भूज के अभ्यंतर में स्थित दो. 
बिदुओं [९ और 5 को मिलाने वाला आकृति 45.5. 
रेखाखंड पूर्णतया चतुर्भज के अन्दर स्थित नहीं है। ऐसे चतुर्भूजों को हम अवतल 
(॥0-207९5४ या ९णा८॥१९) या अंत: प्रविष्ठ (९-शाए्र॥) चतुर्भुज कहते हें । 

दिप्पणी  : हम देखते हैं कि एक उत्तल चतुर्भूज के दोनों विकर्ण पृर्णतया 
उसके अभ्यंतर में स्थित होते हैं। परन्तु एक अवतल चतुर्भुज की स्थिति में एक . 
विकर्ण पूर्णतया अभ्यंत्तर में स्थित होता है जब कि दूसरा नहीं । 

टिप्पणी 2 : हम यह भी देखते हैं कि एक उत्तल चतुर्भुज में प्रत्येक कोण 
60? से कम होता है। एक अवतल चतुर्भुज में एक कोण प्रतिबंर्तों (#शी6४)' ' 
अर्थात्‌ 80* से. बड़ा:छोता, है. जेसे कि आकृति [5:5:में, ./ 2380 हैं। 

इस पुस्तक में हम अवतल चतुर्भुजों से अपना सम्बन्ध नहीं रखेंगे । साथ ही, 

अन्यथा जब तक कि कहा न जाए शब्द 'चतुर्भुज” से हमारा तात्पर्य एक “'उत्तल 

चतुभु भ' से होगा । 





प्रश्नावली 5. 


. एक त्विभुज की भुजाओं के अनुदिश वामावतत दिशा में चलिए। क्या उसका 
अभ्यंतर सदंव आपके बाई ओर स्थित है ? क्या उसका बहिर्भाग स्देव 
आपके दाईं औरःस्थित है ? 


3, 
4. 
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* एक बृत्त के अनुद्रिश वामावर्त दिशा में चलिए। जाँच कीजिए कि उसका 


अभ्यंतर सदेव आपके बाई ओर स्थित है जबकि उसका बहिभगि सेव 
आपके दाईं ओर स्थित है। . 


क्या विभूज एक उत्तल आकृति है ? सकारण उत्तर दीजिए. 
क्या वृत्त एक उत्तल आक्षति है ? सकारण उत्तर दीजिए । 


5.4 चतुभूज के कोणों का योग 


आपको याद होगा कि एक तििभूज के कोणों का योग. 80" होता है। अब 


हम एक चतुर्भूज के कोणों का योग निर्धारित करने का प्रयत्न करते हैं । 


मान लीजिए 08(.०0 एक 9 


चतुर्भज है । (देखिए आकृति 
5.6) आइए 8 और 9 को 
मिलाएँ । 


हम देखते हैं कि विकर्ण 8]2 " 


चतुर्भज ७8८7) को दो ब्रिभुजों 


23570 और 8९7) में विभा- 
जित करता है । | 


अब / 4987 में ... आकृति [5.6 
८90238+ ८080-- /.87085-580" (क्यों?) () 


तथा (५ 800 में 


८7080-- /807-+- / 208--80" (क्यों?) (2) 
हम () और (2) को जोड़ते हैं और निम्न प्राप्त करते हैं : | 
“70598 -+- / ७8) -|- / 805 -- /728(: 
+ “9800 -- ८ (708--80"-- [80? 
अर्थात्‌, 
८>7०25293-- // 3830 -- /7/080+ ८2807 
+“9802 -- ८ (708 --360 
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हम देखते हैं कि / 8804 / 0780-90 
तथा /302--/ए03--// (00 
अतः, /2038-+-/ 080-- / 8020+ /(000<3607 
इस प्रकार हमते सिद्ध कर लिया है कि चतुर्भुज »9९ के कोणों का योग 
360 है । ह 
अगले अनुच्छेद में हम कुछ विद्येष प्रकार के चतुर्भूजों जिनसे रे हम पहले से 
ही परिचित हैं का पुतरावलोकन करेंगे। हम ऐसे कुछ अन्य चतुभुजी का परिचय 
' जी करायेंगे।. 
 45.5 विशेष प्रकार के चतुभज 
() वर्ग : वर्ग ($।एश ९०) ऐसा चतुर्भूज 
होता है जिसमें सभी भुजाएँ समान होती हैं तथा 
चारों कोणों में से प्रत्येक एक समकोण होता है । 
आकृति !5.7 में &8(!00 एक वर्ग है। 
हम देखते हैं कि 
0 9>-9(>(70--/06 
तथा /6&-- / 8- / (१८ / ॥)--90? 
पाठक को याद होगा कि वर्ग ४9027) के ० 
विकर्ण &(! और 8 परस्पर समकोण परूँः-- « आकृति 85.7 
समद्विभाजितं करते हैं। है 
(2) आयत : जापत (76लथा- ३ न 
£0) ऐसा चतुर्भुज होता है जिसमें 
सम्मुख भूजाओं के युग्म समान होते 
हैं तथा चारों कोणों में से प्रत्येक एक 
. समकोण होता है । 
ह आकृति 45.8 में 8800 एक 
आयत है। शै 
हम देखते हैं कि 
395-)(., 80--/७]) 
तथा /8>८ 8-८ (५७ ८05:907 





आकृति 5.8 
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प्रायः लम्बी भजा (अर्थात्‌ #3 या 00) आयत की लम्बाई (शा800) 
कहलाती है तथा छोटी भुजा (अर्थात्‌ 8: या 50) चौड़ाई (०#त॥ या 
शांत) कहलाती है। 
(3) समचतुर्भुज : समचतुर्भूज (70ग- 
9एड) ऐसा चतुर्भज- होता है जिसमें सभी 
भुजाएँ समान होती हैं । 
आक्ृति 5.9 में &838(0) एक सम- ह ९ 
चतुभूंज है.। 
हम देखते हैं कि 
#8-980-९00-<9& ४ 
(4) समांतर चतुर्भज : आकृति 45.9 
समांतर चतुभूज (छुब्बाधा९0०- ह 
छाक्ा)) ऐसा चतुर्भज होता है प र््+ 
जिसमें सम्मुख भुजाओं के युग्म 
समांतर होते 
आक्ृति 5.0 में 8209 
एक समांतर चतुर्भज है। अर /ट_त 
हम देखते हैं कि 
23% | 70(: और 8८ ॥ 270 आकृति 45.0 
[हम समांतर चतुर्भुजों के गुणों का एकक >५। में अध्ययत करगे। यहाँ हम 
केवल यह कह रहे हैं कि एक वग, एक आयत और एक समचतुर्भुज में से प्रत्येक 
एक. विशेष प्रकार का समांतरं चतुर्भ[ज होता है ।] 
(5) समलंब : समलंब (#40०४ांएग) एक ऐसा चतुर्भूज होता है जिसमें 
सम्मुख भूजाओं का एक यूग्म समांतर ० ८ 
होता है तथा दूसरा युग्म समांतर नहीं 
होता । शी 
आक्ृति 5.] में &8(7) - एक 
'समलंब है । 
हम देखते हैं कि है 8 
08 ॥ (0९ आकृति 45.] 
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परन्तु यह कि &70॥[ 8८ (जिसे 470, 70 के समांतर नहीं है पढ़ा जाता 
है) । 


प्रश्नावली 5,2 
. एक चतुर्भज के तीन कोण 60", 30* और 50 हैं। उसका चौथा कोण 
ज्ञात कीजिए । 
2. निम्न में से कौन-कौन से कथन सत्य हैं और क्यों ? 
(क) सभी वर्ग आयत होते हैं। 
. « »[ख) सभी आयत वर्ग होते हैं। 
([ग) सभी समचतुर्भ[ज वर्ग होते हैं। 
(घ) सभी वर्ग समचतुर्भ॑ज होते हैं। . 
(5) सभी आयत समचतुर्भज होते हैं। 
(च) सभी समचतुर्भज आयत होते हैं। 
3. आकृति 5.2 में 8070 एक 
समचतुर्भज है। उसके विकर्ण 3० 
और 987 परस्पर बिंदु 0. पर 
काटते हैं। ५ हे 
() क्‍या ७, 8 और 9) से स्षम- ः 
दूरस्थ है ? पज 
(0) क्या. (,.छऔर 0 से सम-/ 5७. 
दूरस्थ है ? * 8 
(0) क्‍या ७९, 8 और 7 की आइति 45.2 ':. 
सममिति अक्ष है ? 
(0) क्‍या 4८, 8 का लम्ब समद्विभाजक है? 
(५) क्‍या 80, &( का लम्ब समद्विभाजक है ? 
सकारण उत्तर दीजिए |. 
(िम देखते हैं कि समच॑तुर्भूज के विकर्ण परस्पर समकोण पर समद्रिभाजित 
करते हैं।] 
5.6 चतुर्भनों की रचना... 
अब हम सीखेंगे कि किस प्रकार एक चतुर्भूज को रचना की जाती है जबकि 
उसके अवयव उचित संख्या में दिए हुए हैं.। 
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[रचना की सभी स्थितियों में पाठक को चाहिए कि वास्तव में रचना करते 
से पहले वह चतुर्भाज का मोटे तौर पर एक चित्र बना ले और दिए हुए अवयबों 
को चित्र में लिख ले ।] 

5.6.] चतुर्भूज की रचना करना जबकि चार. भुजाएंँ और एक विकर्ण दिया 
हुआ है । 

मान लीजिए हमें चतुर्भज “838९८! की रचना करनी है जिसमें 
83556 सें० मी०, 3९१5-5७ से० मी०, ()0--4 सें० मी०, 0.85-3 सें० मी० 
तथा विकर्ण 0(:-3.5 सें० मी० है । 

. हम वॉछित चतुर्भज की रचना निम्न चरणों में करते हैं : 


८ में० भी० 











6 सें० मी० 
आकृति 5.3 
चरण  : हम एक रेखाखंड /(:-3.5 सें० मी० खींचते हैं । 
चरण 2: 6 को केन्द्र मानकर और 3 सें० मी० की तव्रिज्या लेकर &0 
'के एक ओर हम एक चाप खींचते हैं । 
चरण 3 : फिर ८! को केन्द्र मानकर और 4 सें० मी० की त्विज्या लेकर हम 
&( के उसी ओर, जिस ओर कि चरण 2 में था, एक चाप खींचते हें। मान 
लीजिए यह चाप चरण 2 में खींचे गए चाप को बिंदु 0 पर काटता है। 
(दिखिए आक्ृति 5.3) 
चरण 4: हम 6 और 7 तथा (४ और 7 को मिलाते हूँ । 
: चरण 5: अब, / को केन्द्र मानकर और 6 सें० मी० की त्रिज्या लेकर हम 
(९ के उस ओर जिस ओर 9) नहीं है एक चाप खींचते हें । 
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चरण 6: (! को केन्द्र मानकर और 5 सें० मी० की त्िज्या लेकर हम 0९ 
के उसी ओर, जिस ओर कि चरण 5 में था, एक चाप खींचते हैं। मान्त लीजिए 
यह चाप चरण 5 में खींचे गए चाप को बिंदु 8 पर काटता है। (देखिए आकृति 
5,3) 

चरण 7: अंत में हम & और 8 तथा (! और 8 को मिलाते हैं । 

तब 23070 ही वॉछित चतुर्म॑ज है । 

[पाठक ध्यान दें कि उपर्युक्त रचना इसके समान है कि दी हुई भुजाओं 
बाले दो त्रिभुजों *2(2 और ४00८ की रचना इस प्रकार की जाए कि 9 और . 
9, 4८ के विपरीत ओर स्थित हों । ] 


प्रश्नावली 5.3 
]. एक चतुर्भज 88९7) की रचना कीजिए जबकि दिया है कि 
() 385-3.9 सें० मी०, 805-4.3 सें० मी०, (0-55 सें० मी०, 
क्‍98555.9 सें० मी० और 3&(४७-5.9 सें० मी० 
(0) &8--9(:--3.6 सें० मी०, (!0--08-4.5 सें० मी० और 
8]0 56.3 सें० मी० 
5.6.2 चतुभंज की रचना करता जबकि तीन भुजाएँ और दोनों विकर्ण दिए 
हुए हैं क्‍ ७७... ०. 
...._ मान लीजिए हमें चतुर्भूज #38(70 की रचना करती है जिसमें 
6905-35 सें० मी०, ७&3--3 सें० मी०, 3("--2.5 से ० मी० , (१4 सें० मी०. 
और 8]0--7 सें० मी० है । 
हम वॉछित चतुर्भूज की रचना निम्न चरणों में करते हैं : 
चरण ] : हम एक रेखाखंड ७9--3 सें० मी० खींचते हैं । 
चरण 2: 00-55 सें० मी० और 90-57 सें० मी० लेकर हम ४७83 पर 
एक / ४8 की रचना करते हूं। 
[संकेत ; 995 रचना का प्रयोग कीजिए ।] 
चरण 3 : 0(०-4 सें० मी० और 80--2.5 सें० मी० लेकर पुनः & 8 पर 
तथा 8 के उसी ओर जिस ओर (५७80 है हम एक /५ 83९८: की रचना 
करते हैं। (देखिए आकृति 5.4) । 
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ि 3उत्तें० मी ० छै 


आकृति 45.4 


चरण 4 ; अंत में, हम ("और 0 को मिलते हैं। 
तब, 3500 ही वाँछित चतुर्भुज है । 


प्रश्तावली 45.4 


!, एक चतुर्भूज 88९7) की रचना कीजिए जबकि दिया है कि 
() 68--2.9 सें० मी०, 30<--3.4 सें० मी०, (2--4.3 सें० मी०, 
4(2<--5.3 सें० मी० और 80 5--5.7 सें० .मी० 
(॥) 23 35--3(--९८72--5 सें० मी०, &(0.5-6.7 सें० मी० और 
*... छा0-+5.9 सें० सी० ह 
5.6.3 चतुर्भूज की रचना करना जबकि दो आसन्‍्त भुजाएँ और तीन कोण 
दिए हुए हैं 
मान लीजिए हमें एक चतुर्भूज 58८7) की रचना करनी है जिसमें: 
/893-3 सें० मी०ण, 3८-55 सें० मीण, ८७580", /8--00? तथा 
“(८<--50" है। ह 
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. हम यह रचना पाठक के अभ्यासार्थ 
छोड़ रहे हैं। 
[संकेत : देखिए आकृति 5.5 ] 

[पाठक धप्रान दे कि यदि कोणों &,8 
और 0 के स्थान पर चतुर्भज 6४9८9 के . 
कोई भी तीन कोण दिए हों तो चौथा कोण ४ 
ज्ञात करने के लिए हम कोण-योग-परिणाम 
का प्रयोग कर सकते हैं। इसलिए हम 
पुनः उपर्युक्त रखता का प्रयोग कर सकते 
हे ।] 8. 3सें> मी० 8 

आकृति 45.5 





प्रश्शाबली 45.5 
4, एक चतुर्मज 883९८) की रचता कीजिए ज़ब़्कि दिया है कि 
] 2 0४८०८०-0*, 88:4.] सें० मी० और 






(7) &८॥0--90', / ७५-67", // 8--05" ॥)0--8 8 --5.3 सें ०मी ० 

5.6.4 चतुर्भूज की रचना करना जबकि तीन भुजाएँ और दो बीच के कोण 
दिए हुए हैं 

मान लीजिए हमें एक चतुर्भूज 8307) की रचना करनी है जिसमें 
ै95-4 सें० मी०, 37०७6 सें० मी०, (70--7 सें० मी०, / 35-80" और 
८0०--00* है । 

पुनः इस रचना को हम पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ रहे हैं । 

[संकेत : देखिए आकृति 5.6 ] 
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4 पें० मी० 
आकृति 45.6 


प्रश्तावली 5.6 


4. एक चतुर्भज 83९.) की रचना कीजिए जबकि दिया हैं कि 
() &3--4.9 सें० मी०, 80-3.8. सें० मी०, (70--4.4 सें० मी०, 
ह .८.38--90? और /(>-85? 
(#) 80--3.6 सें० मी०, (70--4:5 सें० मी०, 08555 सें० मी०, 
८८-75" और /0--20* 


85,7 चतुभंजों की सर्वासससमता .... 

हम यह सीख चुके हैं कि कुछ द्धितियों में चतुर्भूजों की रचना किस प्रकार 
की जाती है। प्रत्येक स्थिति में चतुभृज के कितने अवयव दिए हुए थे ? हम 
देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में पाँच अवयव दिए हुए थे जिनमें कम से, कम दो, 
भुजाएँ थीं। ' ह ' 
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[तीन भजाओं से बनी आकृति अर्थात्‌ ब्विभुज की रचना के लिए हमें केवल 
तीन अवयवों की आवश्यकता पड़ी थी जिनमें कम से कम एक भुजा थी। अतः 
यह सोचा जा सकता है कि चार भुजाओं से बनी आकृति अर्थात्‌ चतुर्भज के 
लिए चार अवयवों की आवश्यकता पड़नी चांहिए थी जिनमें कम से कम एक 
भुजा होनी चाहिए थी । परन्तु ऐसा नहीं है और हमें पाँच अवयबों की . 
आवश्यकता है जिनमें कम से कम दो भुजाएँ अवश्य होनी चाहिए । | 

आप अगली कक्षाओं में अध्ययन करेंगे कि त्विभुज की स्थिति में उसके दो 
कोणों के ज्ञान से (तव तीसरा स्वतः ही ज्ञात हो जाता है) उसका आकार 
निश्चित हो जाता हैं। फिर उसका साइज़ निश्चित करने के लिए एक भूजा की 
लम्बाई की आवश्यकता पड़ती है ! 

एक चतुर्भज के लिए, उसके चारों कोणों का ज्ञान होने से भी उसका आकार 
निश्चित नहीं होता । यह देखने के लिए आइए एक आयत की एक वर्ग से तुलना 


आकृति 45.[7 
॥5इनःबोली में संती/कोंणेसमकोण हैं. (देखिए कृति 
भी उनके आकार भिन्‍्त-भिन्‍न हैं । ५४ 
हम बाद में पढ़ेंगे कि उपयुक्त चतुर्भुजों की स्थिति में, वो भुजाओं के अनुपात 
तथा तीन कोणों के ज्ञान से चतुर्भुजों का आकार निश्चित हो जाता है तथा दो 
भुजाओं और तीन कोणों के ज्ञान से उसका आकार तथा साइज्ञ दोनों ही 
निश्चित हो जाते हैं। ह 

यदि हम अपने को उत्तल चतुभूजों तक सीमित न रखें तो हम देखेंगे कि दी 
हुई चार भुजाओं और एक कोण तक से दो चतुर्भुज संभव हैं । इस प्रकार उन 
अवयवबों की न्यूनतम संख्या देना कठित हो जाएगा जिनके ज्ञान से हम एक 
चतुभुज के आकार और साइज़ को पूर्णतया निर्धारित करने में समर्थ हो सकेंगे । 
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इसके परिणामस्वरूप चतुर्भुजों की सर्वांगसमता के लिए वेसे नियम देता इतना 
सरल नहीं है जसे कि हमसे ल्लिभज़ों की सर्वांगसमता के लिए 555, 585 
सर्वाग्समता नियम आदि दिए थे । 


'डपयपरन्यकण*पप्रपस्रपपपपपवदासवापपएद कक दापा पा फरपप चर यपपपपपरपपपपपरपरय पाप दा बराक पाए दा वातता पक दपपत एव सात काका एपपर पक फ़ण 


मुख्य संकल्पनाएं 
चतुर्भुज के अवयव वर्ग 
विकर्ण _ आयत 
अभ्यंतर और बहिर्भाग समचतुर्भज 
चतुभुजीयक्षेत्.. . . समांतर चतुर्भज 
उत्तल और अवतत्र चतुर्भज समलंब ५ 
चतुर्भज के कोणों का योग वतुर्भुजों को रचना 


सर्वागसमता 





एकक ४ शा 


समांतर रेखाएँ और समांतर चतुभुज 


हम सीखेंगे कि दो समप्तांतर रेखाओं के बीच की दूरी किस प्रकार मापी 
जाती है। हम समांतर रेखाओं द्वारा मिमित आक्षतियों अर्थात्‌ समांतर 
चतुर्भुजों का अध्ययन करेंगे । हम यह भी सीखेंगे कि संमांतर चतुर्भुजों 
और कुछ विशेष प्रकार के चतुभ्नुजों जैसे कि बर्गं, आयत, इत्यादि की 
रचना किस प्रकार की जाती है। ' 


6.] पुनराबलोकन 
आप समांतर रेखाओं और उनके कुछ गुणों से पहले ही से परिचित हैं । 
आपको अपनी पिछली कक्षाओं से निम्न संकल्पताओं का पुतरावल्लोकन करना 
चाहिए; मर । 
रे समांतर रेखाएं: को,समांतर रेखाओं कें बीच की 'दूरी 
एक तिर्यक रेखा (00$ए2८$७|) द्वारा दो रेखाओं से बनाए गए 
कोंण : एकांतर कोण (४॥9६ 2॥8]०8), संगत कोण (60- 
ह 7९9707098 &॥॥869), अंत: कोण और बाह्य कौण । 
विशेष रूप से आपको मिम्त परिणामों का पुनरावलोकत करता चाहिए : 
पदि एक तियंक रेखा दो समांतर रेखाओं को काटे, तो 
.... () एकांतर कोणों के युग्स समान होते हैं, 
() मंगत कोणों के युग्स समान होते हैं, 
(पं) तिर्यक रेखा के एक ही ओर के अंत: कोणों का योग 80' होता है। 
अर्थात्‌ तियंक रखा के एक ही ओर के दो अंतः कोण संपूरक (आग]- 
धाशाश्न9) होते हैं। 
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इस प्रकार, यदि 85 और (+% दो समांतर रेंखाएँ हों तथा शर 
एक तिर्यक रेखा हो जोकि #४5 
को ? और (9 को (0 पर काटती 
है. (देखिए आक्ृति 6.), तो 
(6) ८355४ तथा 
८455 / 6 
८2--./. 6 तथा 
८३35-०८ 7 
(7) ८4-+- ८>55-80? तथा 
८3-- / 6-580? 





आकृति 6.] 

हम यह भी जानते हैं कि यदि रेखाएँ समांतर न हों तो गुणों (/), (॥). और 
(7) में से एक भी गुण सत्य नहीं है। दूसरे शब्दों में, यदि एक तिर्थक रेखा दो 
रखाओं को काटे ओर गुणों (), () या (7) में से एक भी घुष . तय हो, तो 
दोनों रेखाएं समांतर होती हैं । ॥ 

6,2 दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी ह 
आपको याद होगा कि पिछली कक्षाओं में हमने देखा था कि यदि दो रेखाएँ 
समांतर हों तो प्रत्येक जगह उनके बीच की “दूरी” समान रहती है। परन्तु हम 
दो समांतर रेखाओं के बीच की दूरी कैसे मार्पे ? अब हम ऐसा करना सीखेंगे। 
मान लीजिए ४8 और 
(० दो समांतर रेखाएँ हैं। ०0० 5 0 
इनमें से एक, उदाहरणार्थ ७8, 
पर आइए एक बिंदु ? लें। 
(देखिए आक्ृति 6.2) 

९? से होकर आइए #&8 
पर एक लम्ब की रचता करें। 
मान लीजिए यह लम्ब दूसरी . आकृति 6.2 
समांतर रेखा (0 को 0 पर काटता है। 


हम देखते हैं कि ९९), समांतर रेखाओं 88 और (0) की एक तियंक रेखा . 


शि ७ हि 8 
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है । क्या हम कह सकते हैं कि कोण छ?0 और ९७० संपूरक हैं? हाँ! 
(क्यों ?) | 

क्‍या 0 पर ?0१ | (7 है ? हाँ | (क्यों ?) 

इस प्रकार, हम देखते हैं कि 0 दोनों ही सप्तांतर रेखाओं #8 और (70 
प्र लम्ब है । 

आइए अब 2 छ पर एक अन्य बिंदु एऐ लें और र से होकर ७8 पर एक 
लम्ब की रचना करें | मान लीजिए यह लम्ब दूसरी समांतर रेखा (2 को 8 पर 
काटता है। हम देखते हैं कि 25 भी दोनों ही समांतर रेखाओं &8 और (७ 
पर लम्ब है। अब आइए ९0 और १६ को मापें। हमर क्‍या देखते हैं? हम 
देखते हैं कि ९0) - २७ है । 

आइए ४ के अनेक बिंदुओं पर ऐसे लम्बों की रचता कर इस' प्रयोग को 
दोहराएँ । हम देखते हैं कि ऐसे सभी लम्ब रेखाखंड (00), (२७, इत्यादि समान 
हैं। इनमें से किसी भी एक की लम्बाई दोनों समांतर रेखाओं के बीच की दूरी 
कहलाती है। इस प्रकार, इनमें से किसी भी एक को साप कर हुम दोनों सर्मांतर 
रेखाओं के बीच की दूरी माप सकते हैं । 
6.3 समांतर चतुर्भूज 

आपको याद होगा कि समांतर चतुर्भूेन ऐसा चतुर्भूज होता है जिसकी 
सम्मुख भुजाओं के दोनों युग्म 
समांतर होते हैं। इस प्रकार, यदि. £ ति 2 ९ 
53९.) एक समांतर चतुर्भुज है हो... हे 6 
(देखिए आकृति -6.3), व्तो कक 
सम्मुख भुजाओं के ग्रुमम जो 9 
समांतर हैं वे निम्न हैं: 
2.3, (7) तथा 8॥8), 8(: सर - 

अर्थात्‌ #+४ | ८) और > 






४ ५ 
समांतर चतुर्भज की समांतर ३ है 
भुजाओं के एक युग्म के बीच की £ 
दूरी सर्मांतर चतुर्भूज का एक 


शोर लस्ब (शधाप्रत०5) कहलाती आकृति 76.3 
है । हम देखते हैं कि एक समांतर चतुर्भज के दो शीष॑लम्ब होते हैं । & (या छे) 
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से (!) पर लम्ब एक शीष॑लम्ब है तथा & (या 0) से 80 पर लम्ब दूसरा 
शीष॑लम्ब है । 

अब हम समांतर चतुर्भुजों के कुछ गुणों का अध्ययन करते हैं । 
6.3.] समांतर चतुर्भुज के सम्मुख कोण समान होते हैं और सम्मुख भुजाएं 

समान होती हैं । 

आइए एक पतला गत्ता लें और उस पर एक समांतर चतुर्भज 08८72 
की रचता करें। फिर आइए 
समांतर चतुर्भूज को गत्ते में 
से काट लें । 

अब आइए इसके ब्रिकर्ण 
60 और 8 खींचें और 
इनके प्रतिच्छेद बिंदु को 0 से 
व्यक्त करें । 

अब 0 से होकर जाती 
हुई एक पिन की सहायता से 
समांतर चतुर्भज को एक मेज आकृति 6.4 
की ऊपरी सतह पर लगाएँ | अंत में, आइए एक नुकीली पेंसिल या चौक की 
सहायता से भेज की ऊपरी सतह पर समांतर चतुर्भतन की बाहरी रूप-रेखा 


खींचें । 


अब समांतर चतुर्भज की 0 के सापेक्ष 80? के कोण पर घुमाइए। हम 
क्या देखते हैं? .  . प 5  , 


हम देखते हैं कि 0 के सापेक्ष & अपने सममित (! से स्थान परिवतंतन 
कर लेता है तथा 3 अपने सममित से स्थान परिवर्तन कर लेता है। (देखिए 
आकृति 6,4) वस्तुत; घृर्णव के बाद समांतर चतुर्भुज मूल समांतर चतुर्भुज के 
साथ केवल इस अंतर के साथ संपाती हो जातां है कि प्रत्येक बिन्दु 0 के सापेक्ष 
अपने सममित से स्थान परिवतंन कर लेता है। हम यह भी देखते हैं कि / & 
ठीक /(: पर पड़ता है तथा (८! ठीक / पर पड़ता है। साथ ही, / 8 
ठीक / [0 पर पड़ता है! तथा /]) ठीक “8 पर पड़ता है। अंत में, हम देखते 
हैं कि 883, (० से अपनी स्थिति परिवतंन कर लेती है तथा 580, ॥098 से 
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अपनी स्थिति परिवर्तन कर लेती है | इस प्रकार, हम देखते हैं कि एक समांतर 
चतुर्भुज &80.0 में, 
(0) ८685८ और /8-८ 90 
तथा (॥) 68-९9 और 80--908 
आइए ऐसे अनेक समांतर चतुर्भजों की रचना कर इस प्रयोग को 
दोहराएँ । हम देखते हैं कि प्रत्येक स्थिति में एक समांतर चतुर्भज में 
- (() सम्पुख कोणों के युग्स समान होते हैं, तथा 
(॥) सम्मुख भुजाओं के युग्म समान होते'हैं 
टिप्पणी : यह गुण कि सम्मुख कोणों के युग्म समान होते हैं अति सरलता 
से सिद्ध किया जा सकता है | हम ऐसा नीचे कर रहे हैं 
मान लीजिए 5807) एक समां- 9 ८ 


तर चतुर्भुज है । (देखिए आक्ृति 6.5) € हि 
हम देखते हैं कि ७3 | 700 है 

तथा 7) एक तिर्यक रेखा है । 

साथ ही, यह कि /& और “7 


इस तिर्यक रेखा के एक ही ओर के / 8 
अंतः कोण हैं । आक्ृति 46.5 
अतः, ८/8-+-८[2780? (क्यों ?) () 
पुनः हम देखते हैं कि ७0 | 30: है तथा 83 एक तिर्यक रेखा है । 
अतः, /4&--/83--80? .... (क्यों?) (2) 
८4022 (([) और (2) से ] 





यह सिद्ध करना कि / 355 / ९ है पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ दिया गया है । 

6.3.2 सम्तांतर चतुर्भुन का प्रत्येक विकर्ण उसे दो सर्वांगसम ब्िभुजों. में 
विभाजित करता है । 

आइए एक पतले गते पर एक समांतर 
चतुर्भून 8800 की रचना करें और 
उसका एक विकर्ण, उदाहरणा्थ 8९८, 
खींचें। (देखिए आकृति 6.6) फिर आइए 
समांतर चतुर्भज को गत्ते में से काट लें और _ौ 
इसके बाद समांतर चतुर्भूज को विकर्ण 8: आकृति 6.6 


9 
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के अनुदिश काट लें। हमें क्‍या प्राप्त होता है ? हमें दो त्रिभुज अर्थात्‌ 0080 
और / ९०० प्राप्त होते हैं । 


अब आइए ७ 6४83८ को उठाकर ८७ (708 पर इस प्रकार 
रखें कि 058८ का शीर्ष 0, ७८75 के शीर्ष & पर पड़े तथा 
. 86४९८ को भुजा 08, ७८708 की भुजा 8८ के अनुदिश पड़े । दिखिए 
' आकृति 6.7) 


हम क्‍या देखते हैं ? क्या ५ ७8९: 
का शीर्ष 8, ७८705 के शीष 7). किक वि 
पर पडता है 7 हम देखते हैं कि मर /- ली: के: "हज 2 
2७७३९, /४५(!0/ के साथ संपाती ' ही 
है अर्थात, ७,७8९८५० १ (००5 है । 
दूसरे शब्दों में, चिकर्ण 4(: समांतर 
चतुभुज 48८7 को दो सर्वागसम 
त्रिभुजों 480! और (704 में विभा- 
जित करता है (जिनमें 88-९0 आकृति 46.27 
58८5-08 और 0८--९८ है) । | 








अब आइए समांतर चतुर्भुज को विकर्ण फ्रा9 के अनुदिश काटकर इस प्रयोग 
को दोहराएँ । हम देखते हैं कि विकर्ण 8), समांतर चतुर्भाज ५800) को दो 
सर्वांगसम लिभुजों 080 और (798 में विभाजित करता है (जिनमें 
. #8- (0), 04--80 तथा 80-79 है) । 


आइए इस प्रयोग को अनेक समांतर चतुर्भुजों की रचना कर दोहराएँ। 
हम क्या देखते हैं ! हम देखते हैं कि, प्रत्येक स्थिति में, समांतर चतुर्भूज का 
प्रत्येक विकर्ण उसे दो सर्वांगसम ब्िभुजों में विभाजित करता है । 


टिप्पणी : यह देखा जा सकता है कि यद्यपि प्रत्येक विकर्ण समांतर चतुर्भुज 
को दो सर्वागसम तविभुजों में विभाजित करता है परन्तु समांतर' चतुर्मूज किसी 
भी विकर्ण के सापेक्ष सममित नहीं होता । 
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6.3.3 समांतर चतुभुंज के विकर्ण परस्पर समह्रिभाजित करते हैं । 

आइए एक समांतर चतुर्भज 
23८70 लें और उसके विकर्ण 
23 तथा 50) खींचें। मान लीजिए 
दोनों विकर्ण परस्पर 0) पर प्रति- 
च्छेद करते हैं । (देखिए आकृति 
6.8) 

एकक >ँ।। से आपको याद 
होगा कि एक समांतर चतुर्ुज आकृति 46.8 
अपने विकर्णों के प्रतिच्छेद बिन्दु के सापेक्ष समभित होज्ा है। 

इस प्रकार, समांतर चतुर्भूज 3800, 0 के सापेक्ष सममित है । 

हम देखते हैं कि & और (!, 0 के सापेक्ष सममित हैं। 





अतः, 80-00 जगह 
पुनः हम देखते हैं कि 8 और ॥0), 0 के सापेक्ष सममित हैं । 
अतः, 80+<790 (2) 


([) और (2) से हम निप्कर्प निकालते हैं कि समरांतर चतुर्भुज के विकर्ण 
परस्पर समद्विभाजित करते हैं । 


प्रश्शावली 6. 


], सिद्ध कीजिए क्िि समांतर चतुर्भज 5300) में /&- /( है। 
[संकेत : अनुच्छेद 6.3.[ में टिप्पणी देखिए । ] 


2. सिद्ध कीजिए कि समांतर चतुर्भज का प्रत्येक विकर्ण उसे दो सर्वांगसम 
क्विभजों में विभाजित करता है । 


[संकेत : $$9 सर्वांगससमता नियम का प्रयोग कीजिए । ] 
3. 579९7) एक समांतर चतुर्भज है। उसके विकर्ण (7 और 90 परस्पर 0 
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पर काठते हैं। क्या ७ 0883० ५ 0८0 है ? क्‍या ७0805 /0॥0/& 
है ? सकारण उत्तर दीजिए 


4, #फेटा) एक समांतर चतुर्भज है 
जिसके विकर्ण ७? और 80 समान । 
हैं। (देखिए आकृति 6.9) हिट 
क्या 6७ 756855/0 0८88 है ? | 
क्या ८088 -- / (8८ है ? क्‍या 7 आलिब 
८०48-90” है ? क्या #80(70 
एक आयत है ? सकारण उत्तर हि न 
दीजिए । आकृति 6.9 
[हम देखते हैं कि यदि एक समांतर चतुभुज के घिकर्ण समान हों तो बह 
समांतर चतुर्भच एक आयत होता है ॥ 
5. 8४.8(.0 एक आयत है। क्‍या 0७008 -< ( :84 है ? क्या 3-४8) 

है ? सकारण उत्तर दीजिए । 

[हम देखते हैं कि आयत के बिकर्ण समान होते हैं । 
6.4 समांतर चतभु जों की रचता 

अब हम उन गुणों का प्रयोग करके जो हमने पिछले अनुच्छेद में पढ़ें हैं 
समांतर चतुर्भुजों, आयतों, इत्यादि की रचना करेंगे जबकि उनके अवयव उपयुक्त 
संख्या में दिए हों ' | 
6.4.] समांतर चतुभुज की रचना करना जबकि दो आसन्‍्त भुजाएँ और बीच 

का कोण दिया हुआ है 

मान लीजिए हमें एक समांतर चतुर्भुज 03९2४) की रचना करनी है जिसमें 
+33--5 सें० मी०, &0--3 सें० मी० तथा /॥--55" है। 

हम वाँछित समांतर चल्ुर्भूज की रचना निम्न चरणों में करते हैं : 

चरण  : हम एक रेखाखंड 83--5 सें० मी० खींचते हैं । 

चरण 2 : 6 पर हम एक कोण /847--55? की रचना करते हैं। 
दिखिए आकृति 6.0) 
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ि 5 सें> मी० 8 


दी - आकृति 46.30 

चरण 3 ; 8? में से हम एक रेखाखंड ७0--3 सें० मी० काट लेते हैं । 

चरण 4 : अब 8 से होकर, हम 97, | ७० खींचते हैं । 

चरण 5 : 0 से होकर, हम श., से ८ पर मिलती हुई 700॥ &8 
खींचते हैं। ह 

तब, 03९7) बॉँछित समांतर चतुर्भ॑ज है। | 

[हम एक वर्ग की रचना भी जबकि उसको एक भुजा दी हुई हो इन्हीं चरणों में 
यह याद रखते हुए करते हैं कि बर्ग में प्रत्येक कोण 90? का होता है। (क्यों ?)| 
6.4.2 सम्मांतर चतुर्भुज की रचता करना जबकि दो आसस्त भुजाएँ और एक 

विकर्ण दिया हुआ है 

भान लीजिए हमें एक समांतर.चतुर्भज &3(!0 की रचना करनी है जिसमें 
&885-6 सें० मी०, /2553.5 सें० मी० तथा फ्रे7--7 सें० मी० है । (देखिए 
“ आकृति 6.]) 0 मी | हा 






प 6 के मो० 8 
आकृति 46. 


समांतर रेखाएँ और समांतर चतुर्भुज ह 33 


आपको याद होगा कि एक समांतर चतुर्भुज में सम्मुख भुजाओं के युग्म 
समान होते हैं । इस प्रकार, वाँछित समांतर चतुर्भूज &8(77 में, 
(0--88--6 सें० सी०, और ः 
80-- ७00 -- 3.5 सें० मी० 
अतः वाँछित समांतर चतुर्भज की रचना करने के लिए हमें दो त्िभुजों, अर्थात्‌ 
“8.30 (जिसमें ४8:--6 सें० मी०, 80 --7 सें० मी० और 0/5-3.5 सें० 
मी० है) तथा #&(07098 (जिसमें (0-6 सें० मी०, 28--7 सें० मी० और 
80--3.5 सें० मी० है) की इस प्रकार रचना करने की आवश्यकता है कि & 
और ९, 879 के विपरीत ओर स्थित हों। 
हम यह पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ रहे हैं कि बह उपर्यकत रचना करे | 
टिप्पणी : परन्तु यदि आसन्‍न भूजाएँ ७3 और ४7 तथा विकर्ण ७९: 
दिए हों तो पहले की तरह हमें (!0 और 80 की लम्बाइयाँ ज्ञात हो जाएँगी । 
तब समांतर चतुर्भुज 88९7) की रचना करने के लिए हमें दो त्िभुजों 88९: 
. और &(!) की रचना करनी पड़ेगी जिनकी भजाएँ हमें ज्ञात हैं। 


प्रन्‍नावली 46.2 


, समांतर चतुर्भज &3(.) की रचना कीजिए जबकि दिया है कि 
() &83--4.5 सें० मी०, &॥)0--3.3 सें० मी०, /.७--59? 
(#) &8-3.7 सें० मी०, 80:-3.[ सें० मी०, ८ 8--057 
(॥) &.35--6.] सें० मी०, &]90--3.5 सें० मी०, 8])--5.2 सें० मी० 
(९) 4 35--4.3 सें० मी०, &)0--2.9 सें० मी०, &(!5--5.5 सें० मी० 
2. एक समांतर चतुर्भज 88९7) की रचना कीजिए जिसमें ७8-८5 सें० मी०, 
8053 सें० मी० और / ८-30? है । दोनों शीर्षलम्ब खींचिए और 
उनकी लम्बाइयाँ मापिए। 
3. एक वर्ग की रचना कीजिए जबकि दिया है -कि उसकी एक भूजा निम्न है: 
() 4 सें० मी० 
() 7 सें० मी० 
प्रत्येक स्थिति में, उनके विकर्णों की लम्बाइयाँ मापिए । क्या वे समान हैं ? 
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4. एक आयत की रचना कीजिए जिसकी दो आसन्‍्त भुजाएँ 5 सें० मी० और 
3.5 सें० मी० हैं। दोनों विकर्णों की लम्बाइयाँ मापिए । क्या ये समान हैं ? 

38, एक आयत की रचना कीजिए जिसकी लम्बाई 0 सें० मी० तथा चौड़ाई 
7.5 सें० मी० है | दोनों विकर्णों की लग्बाइयाँ मापिए ह 

6. एक आयत की रचना कीजिए जिसकी एक भूजा 3 सें० मी० तथा एक 
विकर्ण 5 सें> मी० है । आसनन्‍न भजा की लम्बाई ज्ञात कीजिए 

6,5 वर्गों की रचना 


6.5.] वर्ग की रचना करना जबकि एक विकर्ण दिया हुआ है. 
मान लीजिए हमें एक दर्ग की रचता करनी है जिसका एक विकर्ण 7 सें० 
मी० है । 





आकृति 76,2 


समांतर रेखाएँ और समांतर चतुर्भुज 35 


हम वाँछित वर्ग की रचना निम्त चरणों में करते हैं : ेृ 

चरण  : हम एक रेखाखंड (१-7 सें० मी० की रचना करते हैं। 

चरण 2 : /& पर हम ८..4(!--45” की रचना करते हैं । 

चरण 3 : (! पर हम “ ४0८५--45” की रचना करते हैं। मान लीजिए 
6, (५ को छ पर काटता है। (देखिए आकृति 6.2) 

चरण 4 : 6 से होकर हम एक रेखा ७7 | 80 खींचते हैं। 

चरण 5 : (! से होकर हम ४४ को 9 पर काठती हुई एक रेखा 
77 ॥ 88 बींचते हैं। 

तब, 88९८0 ही वाँछित वर्ग है । 


प्रश्शावली 6,3 


4. एक वर्ग की रचना कीजिए जबकि दिया हुआ है कि उसका एक विकर्ण 

() 5 सें० मी० है 

() 8 सें० मी० है 

प्रत्येक स्थ्रिति में उनकी भुजाओं की लम्बाइयाँ मापिए और जाँच कीजिए 
कि वे समान हैं। 
6,6 समचतुर्भुजों की रचना 
6.6. माह को रचना करना जबकि एक भुजा और एक कोण विया 

हुआ 

मान लीजिए हमें एक समचतुर्भूज की रचना करनी है जिसकी एक भजा 
5 सें० मी० है और एक कोण 50" है । 

हम वाँछित समचतृर्भूज की रचंना निम्न चरणों में करते हैं 

चरण + : हम एक रेखाखंड &.3--5 सें० मी० खींचते हैं। 

चरण 2 : / पर हम /36,--50? की रचना करते हैं।. 
पा 3 : 56. में से हम &॥0-5 सें० मी० काटते हैं। (देखिए आकृति 
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है. 5 स्ं७ मी० 8 
आकृति 46 3 


चरण 4 : 3 से होकर हम 3 || 67) खींचते हैं । 

चरण 5 : ) से होकर हम छू को (ः पर काठती हुई ॥02८॥ &8 
खींचते हैं । 

तब, 930) वाँछित समचतुरभुज है। 
6.6.2 समचतुभुज की रचना करना जबकि एक भुजा और एक विंकर्ण दिया 


. भान लीजिए हमें एक समचतुर्भूज की रचता करनी है जिसकी एक भुजा. 
4 सें० मी० है तथा एक विकर्ण 7 सें० मी० है। 


हम वाँछित समचतुभूंज की रचता तिम्न चरणों में करते हैं : 

चरण  : हम एक रेखाखंड (१-7 सें० मी० की रचना करते हैं। 

चरण 2 : ८ को केन्द्र मानकर और 4 सें० मी० की बल्विज्या लेकर हम 
८ के दोनों ओर विस्तृत एक चाप लगाते हैं। 

चरण 3 : (८ को केन्द्र मानकर और वही त्रिज्या लेकर जो चरण 2 में 
ली है हम 8 के दोनों ओर विस्तृत पहले चाप को छ और ॥) पर काटता हुआ 
एक चाप खींचते हैं । देखिए आकृति 6,4) 





समांतर रेखाएँ और समांतर चतुर्भज 3[7 





आकृति 46,84 


चरण 4 : हम & और 8, 8 और (४, (५: और ७) तथा अंत में 0 और & 
की मिलाते हैं। 


तब, 83९८7) वाँछित समचतुर्भुज है। 


प्रझनावली 86.4 
6. एक समचतुभूज की रचना कीजिए जबकि दिया है कि 
() एक भुजा 4 सें० मी० है तथा एक कोण 80” है। 
(7) एक विकर्ण 6 सें० मी० है तथा एक भुजा 4 सें० मी० है। 
(#) दोनों विकर्ण क्रमशः 8 से० मी० और 6 सें० मीण हैं । 
[संकेत : (77) की स्थिति के लिए आपको याद होगा कि समचतुर्भज के 


दोनों विकर्ण परस्पर समकोण पर समहद्विभाजित करते हैं। क्या आकृति 6.5 
से रचना के लिए कुछ सुझाव मिलता है ? ] 
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आंक्ति 6.5 
6.7 समलंबों को रचना 

मान लीजिए हमें एक समलंब ४४3८7) की रचना करनी है जिसमें 
3, | (03-क8%56:52सें5:मी४;औ।95%-3 सें० मी5, 0(: ८4 सें० मी० तथा 
८.8.-:60" है। (देखिए आक्ृति 6.6) 


छ 4 सें& मी० ( 





# 6.5 से ० मी० 3 
आकृति 6,6 


समांतर रेखाएँ और समांतर चतुर्भत 39 


क्या आप आकृति से रचना के चरण देख रहे हैं ? हम यह रचना पाठक के 
अभ्यासार्थ छोड़ रहे हैं । 


प्रदनावली 6.5 


ध, एक समलम्ब ॥8(!) की रचना कीजिए जिसमें 83 | (00, &8-7 
में० मी०, 50:-4 सें० मी०, (0-5 सें० मी० और /3-50 है। 















जा कम संकल्पनाएँ 
दो समांतर रेखाओं के बीच समांतर चतर्भज के विकर्ण 
की दूरी परस्पर स्मद्विभाजित करते हैं 


समांतर चतुर्भज के सम्मुख समांतर चतृर्भजों 
गण समान होते हैं और वर्गों 


सम्मुख भुजाएँ समान आयतों की 

होती हैं प्मचतुर्भजों 8200 
समांतर चतभंज का विकर्ण समलंवों 

उसे दो सर्वांगसम विभजों 


में विभाजित करता है 





एकक हा 


क्षेत्रफल 


इस एकक में हम 'क्षेत्रफल' (भा०॥) के बारे में अध्ययत्त करेंगे । हम 
: यह भी सीखेंगे कि कुछ सरल ज्यामितीय आक्ृतियों जैसे कि आयतों, 

सम्रांतर चतुर्भजों, बिभुजों, इत्यादि के क्षेत्रफल किस प्रकार ज्ञात किए 

जाते हैं। 


]7. भूमिका ह 

हम सभी बड़े और छोटे कमरों, बड़े और छोटे खेतों, इत्यादि की बात करते 
हैं। ऐसे कथनों से हमारा क्या तात्पर्य होता है ? जब हम ऐसे कथन देते हैं तो 
हम कमरे या खेत के कौन-से गुण के बारे में सोचते हैं ? क्या हम सोचते हैं कि 
भूमि का कितना भाग प्रत्येक ने घेरा हुआ -है.! हाँ। हम कमरों के फर्शों 
(॥0079) या खेतों. द्वारा तले के घेरे हुए 'भागों' की तुलना कर रहे हैं। हम 
इन तुलनाओं को क्षेब्॒फलों की तुलताएँ कद्तते हैं। हे 

यहाँ हम क्षेत्रफल की संकल्पता की कोई औपचारिक परिभाषा देने का 
प्रयत्त नहीं करंगे। इसके स्थान पर हम अपने सहज ज्ञान का सहारा लेंगे और 
किसी ज्यामितीय आकृति हारा तल के घेर हुए भाग को क्षेत्रफल के अर्थ में 
लेंगे। यह कि समतल ज्यामितीय आक्रृतियों जैसे कि आयतों, समांतर चतुर्भजों, 
: व्विभुजों, इत्यादि के क्षेत्रफल होते हैं सहज ज्ञान से स्पष्ट है। 

कमरों और खेतों को केवल देखकर ही सर्देव यह बताना संभव नहीं होता 
कि कौन बड़ा है और कौन 'छोटा' है। यदि यह हम कर भी लें तो भी हम 
इस स्थिति में नहीं होते कि यह निर्णय ले सके कि “एक, दूसरे से कितना 'बड़ा' 


क्षेत्र फल 32] , 


या 'छोटा' है।” ऐसे प्रश्न भूमि खरीदते, मकान बनाने, इत्यादि में प्राय: हमारे 
सम्मुख आते हैं। ह 

रेखाखंडों, कोणों, इत्यादि की तुलनाओं की तरह क्षेत्रफलों क्ली तुलना के लिए 
भी हमें मापन के मात्रक (एा( 0 ॥4॥शाशा) की आवश्यकता है। 


डाक 


7.2 क्षेत्रफल के मात्रक ह 
हम एक वर्ग के क्षेत्रफल, जिसकी भुजा मात्रक लम्बाई की है, को क्षेब्रफलों 


को मापने के लिए मात्रक लेते हैं। उदाहरणार्थ, यदि जो 
यह मात्रक ! सें० मी० की भूजा का वर्ग है (देखिए ५ 
आकृति 7.) तो माक्क क्षेत्रफल । वर्ग सें० मी० होता 9" 
है | यदि यह मात्रक । वर्ग मी० की भुजा का वर्ग है तो ] सें० मी ० 
माक्ञक क्षेत्रफल | वर्ग मी० है । आकृति 77. 


: इनके अतिरिक्त अन्य मात्रक भी हैं। यदि हम अति छोटे क्षेत्रफलों को माप 
रहे हों तो हम ! वर्ग मि० मी० को मात्नक के रूप में प्रयोग करते हैं । अति बड़े 
क्षेत्रफलों के लिए हम ! वर्ग कि० मी० को भात्रक के रूप में प्रयोग करते हैं। 

एक वर्ग सेंटीमीटर में कितने वर्ग मिलीमीटर हैं? एक आलेख कागज 
(7४70 7090०) लीजिए जो कि सेंटीमीटरों और मिलीमीटरों में विभाजित 
हो । हम क्‍या देखते हैं? हम देखते हैं कि कुछ 
रेखाएँ गहरे रंग में (या मोटी) खींची गई हैं जो 
कि एक दूसरे से । सें० मी० की दूरियों पर हैं, 
जबकि शेष रेखाएं हल्के रंग. में (या पतली) खींची 
गई हैं जो कि एक दूसरे से तथा सेंटीमीटर वाली 
रेखाओं से | मि० मी० को दूरियों पर हैं। आकृति 
]7.2 में ७3९८), | सें० मी की भुजा का एक वर्ग 
है| अर्थात 8807) का क्षेत्रफल | वर्ग सें० मी० 
है। छोटे वर्गों के क्षेत्रफलों के बारे में आप क्या आकृति 47.2 
सोचते हैं ? इनमें से प्रत्येक | मि० मी० भुजा का है और इसलिए छोटे बर्गों में 
से प्रत्येक का क्षेत्रफल | वर्ग मि० भी० है । एक सेंटीमीटर वर्ग में कितने मिली- 
मीटर वर्ग हैं? दूसरे शब्दों में, वर्ग &8(70 में कितने छोटे वर्ग हैं? आइए 
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गिनें । वर्ग &8(70 में छोटे वर्गों की संख्या 00 है। इस प्रकार हम निष्कर्ष 
निकालते हैं कि 
| वर्ग सें० सी०--00 वर्ग मि० मी०--0 बर्ग मि० भी० 
अन्यथा सभी छोटे वर्गों की गिनती किए बिना हम इसे दूसरे प्रकार से भी 
कर सकते थे। उपर्युक्त आक्वति में ७8९!) की भूजाओं ७8 और /7 में से 
प्रत्येक 0 समान भागों में विभाजित है तथा सम्पूर्ण वर्ग 709८ 0--00 वर्गों 
में विभाजित है जिनमें से प्रत्येक की भुजा सेंटीमीटर का एक दशांश (67४) ' 
अर्थात्‌ । मिलीमीटर है। 
चूंकि ] मीटर--00 सेंटीमीटर, अतः इसी प्रकार हम ज्ञात कर सकते हैं कि 
4 वर्ग मी०--00 ८ 00 वर्ग सें०मी०--0000 वर्ग सें०सी०--0 वर्ग सें०मी० 
और इसी प्रकार 
| वर्ग कि०्मी ०--000 »८ 000 वर्ग सौ०--३000000 वर्ग मी०--0९ वर्ग मी० 
क्या आप जानते हैं कि हमारे देश का क्षेत्रफल लगभग 3288000 वर्ग 
किलोमीटर है? 
बड़े भूखंडों के क्षेत्रफल मापने के लिए प्रायः हम मापन के मात्रक के रूप में 
हैक्टेयर (62८476) का प्रयोग करते हैं। एक हैक्टेयर 00 मी० »८ 00 मी० के 
वर्ग के क्षेत्रफल के बराबर होता है । बड़े-बड़े भूखंडों के क्षेत्रफलों के मापने के 
अन्य मात्रक सेंटीएयर ((शाप्रं॥४) और एयर (७7०) है। इन मात्नकों को 
एक दूसरे में निम्न प्रकार परिवर्तित किया जाता है: 
] हैक्टेयर --0000 वर्ग मी०--0+ वर्ग भी०--१00 एयर 
4 एयर --00 वर्ग मी०--0* वर्ग मी०८-00 सेंटीएयर 
.] सेंटीएयर 5]. वर्ग मी० कक 
ये मात्नक क्षेत्रफल मापन के सेद्रिक (0077८) मात्क हैं। 
7.3 कुछ ऋजु्रेखीय आक्ृतियों के क्षेत्रफल 
अब हम सीखेंगे कि कुछ ऋजुरेखीय (2 ५ 


आक्ृतियों (6०४॥764// ग80788) जैसे कि 
आयतों, वर्गों, इत्यादि के क्षेत्रफल किस 86 
प्रकार ज्ञात किए जाते हैं। के 
77.3.4 आयत का क्षेत्रफल ई 
आइए एक आयत 4307) पर विचार »& ६ + 38 
करें जिसकी लम्बाई, उदाहरणाथथ, 3 सें०मी० *$--- ४ सें० भी०-- 


है तथा चौड़ाई, उदाहरणार्थ, 2 सें०्मी० है | आकृति ॥7.3 
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हम आयत 480) का क्षेत्रफल ज्ञात करना चाहते हैं। 

आइए /9 को ! सें० मी० लम्बाइयों वाले तीन समान भागों, उदाहरणार्थ, 
63, छए और 7 में विभाजित करें । साथ ही, आइए #[0 को ! सें० मी० 
लम्बाइयों वाले दो समान भागों, उदाहरणार्थ, 0 और 07) में विभाजित 
करें। (देखिए आक्वति 7.3) 

अंत में, आइए 3 और 7 से होकर 67) के समांतर रेखाएँ खींचें तथा (5 से 
होकर ४ के समांतर एक रेखा खींचें | हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि 
आयत 8800), 6(--३ ८ 2) वर्गों में विभाजित हो गया है जिनमें से प्रत्येक की 
भूजा [ सें० मी० है । 

अतः आयत 480८9 का क्षेव्रफल 3/८2 (--6)वर्ग सें० मी० है। 

एक अन्य आयत लेकर जिसकी लम्बाई, उदाहरणार्थ, 5 सें० मी० और 
चौड़ाई, उदाहरणार्थ, 3 सें० मी० है, आइए इस प्रयोग को दोहराएँ | हम देखते 
हैँ कि इस आयत का क्षेत्रफल 5 2९3(--5) वर्ग सें० मी० है । 

ध्यान दीजिए कि यवि हम । सें० मी० लम्बाई और ४ सें० मी० चौड़ाई का 
एक आयत लेते हैं, तो उस आयत का क्षेत्रफल ]9<9 वर्ग सें० मी० है। अतः हम 
कहते हैं कि एक आयत का क्षेत्रफल" 4, 

न ०८४ वर्ग माबक 

होता है, जहाँ । मात्रक और 9 मात्रक क्रमशः आयत की लम्बाई और चौड़ाई 


। 

टिप्पणी ॥: आयत की लम्बाई और चौड़ाई एक ही मात्नकों में होनी 
चाहिए । इस प्रकार, यदि लम्बाई सेंटीमीटरों में है तो चौड़ाई भी सेंटीमीटरों 
में ही होनी चाहिए। तब क्षेत्रफल वर्ग सेंटीमीटरों में होगा । 

टिप्पणी 2: आपको याद होगा कि वर्ग एक विशेष प्रकार का आयत होता 
है. जिसकी लम्बाई और चौड़ाई समान होती हैं । 

अतः भुजा ) मात्रक वाले एक वर्ग का क्षेत्रफल & निम्न होगा : 

8 5|] ><)] वर्ग मालक--]* वर्ग सालक 

हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण | : एक आयताकार भूखंड का क्षेत्रफल 26 बग्ग मीटर है 
तथा चौड़ाई 7 मीटर है। उसकी लम्बाई निर्धारित कीजिए । ह 


_> ऋह यूत्र उस स्थिति में भी सत्य है जब कि। ओर ४ पते स्ानी $ क्या उप्र यह सूत्र उस स्थिति में भी सत्य है जब कि | और 9 पूर्ण संख्याओं के अतिरिक्त अन्य 
संख्याएँ हैं । | 
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हल : आइए लम्बाई को / से व्यक्त करें| तब, 
* />८75-26 
अतः, /5--80 

दूसरे शब्दों में, भूखंड की लम्बाई 8 मीटर है। 

उदाहरण 2 : उस आयताकार खेत का क्षेवफल ज्ञात कीजिए जिसकी 
लम्बाई 00.8 मीटर तथा चौड़ाई 42.5 मीटर है । 

हल : हमें दिया हुआ है कि, 

लम्बाई /-- 00,8 मी० 
तथा चौड़ाई 95 42.5 मी० 

इस, प्रकार, &55(00.8 ८ 42.5) वर्ग मी० 4284 वर्ग मी० ॥॒ 

उदाहरण 3 : 2 मी० १८8 मी० वाले एक कमरे में 30.00 रु० प्रति वर्ग 
भी० की दर से दरी बिछाई जानी है। कुल व्यय ज्ञात कीजिए | 

हल : क्षेत्रफल" ([2 9८ 8) वर्ग मी०--96 वर्ग मी० ँ 

दरी बिछाने का व्यय 30.00 रु० प्रति वर्ग मीटर है और हमें कमरे के 
फर्श का क्षेत्रफल ज्ञात है । 

अतः दरी बिछाने का व्यय 96 »८ 30 अर्थात्‌ 2880.00 रु० है । 


प्रदनावली ॥7. 
. एक आयत का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जबकि दिया है कि 
() लम्बाई--4.9 सें० मी०, चौड़ाई-3.4 सें० मी० 
. 00), ब्रम्बाई##55सें७ मी, ल्ौड़ाई-+44 मिं४ मी० ०... . « 
(४0 लम्बाईः-4 मी०, चौड़ाई-3.] मी० १ हम 
(५) लम्बाई--4.5 मी०, चौड़ाई --37 सें० मी० 
अपने उत्तर को वर्ग सें० मी० के पदों में! व्यक्त कीजिए । 
2. उस वर्ग का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी भुजा निम्न है: 
() 4.3 सें० मी० (/) 2.] मी० (7) 63 मि० मी० (ए) 5.7 सें० मी० 
' अपने उत्तर को वर्ग सेंटीमीटरों में व्यक्त कीजिए । 
3. उस वर्ग की भूजा ज्ञात कीजिए जिसका क्षेत्रफल निम्न है: 
(0) 2.25 बे सें० मी० () 32.25 वर्ग मीटर 
4. एक आयत का क्षेत्रफल 72 वर्ग सें० मी० है तथा लम्बाई [2 सें० मी० है। 
. उसकी चौड़ाई ज्ञात कीजिए । 
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5, एक आयताकार खेत का क्षेत्रफल ! हैक्टेयर है। उसकी अत्य भुजा क्या 
होगी यदि एक भुजा निम्न हो : 

6) 80 भी० () 00 मी० 0) 200 मी० 

6. एक आयत की परिमाप 60 मी० है। उसकी लम्बाई, चौड़ाई से 2 मीठर 
अधिक है। उसका क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए । 

7. एक आयताकार खेत की लम्बाई, चौड़ाई की दुगुनी है और उसका क्षेत्रफल 
2 हैक्टेयर है | खेत पर 5.00 रु० प्रति मीटर की दर से बाड़ लगाने का व्यय 
ज्ञात कीजिए । 5 

8, 8 मी० 5 6 मी० के एक फर्श को ढकने के लिए 20 सें० मी०» ॥5 सें० मीं० 
की कितती ईटों की आवश्यकता होगी ? 

9, एक किसान के खेत की माप 234 मी ०» 54 मी० है। यदि 450.00 ० 
प्रति हैक्टेयर की दर से भूमि राजस्व (शत 76ए८१५८) दिया जाता है तो 
ज्ञात कीजिए कि किसान को कितना राजस्व देना पड़ेगा । 

0, एक खेत 360 मी०)२70 मी० का है | यदि प्रति हैक्टेयर 2 विवटल खाद 
डालनी पड़ती है तो 50.00 रु० प्रति क्विटल की दर से खेत में! खाद डल- 
बाने का कुल व्यय ज्ञात कीजिए । 

, एक वर्गाकार पार्क, जिसकी 
भुजा 00 मीटर है, के अन्दर 
चारों ओर 5 मीटर चौड़ा एक 
पथ है | पथ का क्षेत्रफल ज्ञात 
कीजिए । 

[संकेत : मान लीजिए &8(0 
एक पाक है । तब 035८८ 00 मीटर 
है । पथ को आक्रृति 7.4 में छागा[- 
मय दिखाया गया है । तब पार्क का 
घास वाला भाग 90 मीटर को 
भुजा का वर्ग ४70 है। इस 
प्रकार, पथ का क्षेत्रफल--क्षेत्रकल .. 400 मी९ 5 
530)--क्षेत्रफल 50 ] आकृति [7.4 
क]2, एक आयताकार पाक, जिसकी माप 425 मी०»८ 60 भी० है, के चारों 
ओर एक 4 मीटर चौड़ा पथ है.। पथ पर 2.00 ० प्रति वर्ग मीटर की 
दर से ईंटे लगवाने का व्यय ज्ञात कीजिए । 


कु 


इन. 
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*%[3, एक आयताकार पार्क, जिसकी लम्बाई 700 मीठर और चौड़ाई 300 
भीटर है, के मध्य में परस्पर संमकोण पर काटती हुई 5 मीटर चौड़ी दो 
सड़कें हैं। इनमें से एक सड़क लम्बाई के समांतर है तथा दूसरी चौड़ाई के 
समांतर है। 5.00 रु० प्रति वर्ग मीटर की दर से सड़कें बनवाने का 
व्यय ज्ञात कीजिए । 








700 मी ०--.....> 3 


आकृति /7.5 | 

[संकेत : दोनों सड़कें 700 मी००८5 मी० तथा 300 मी०८5 मी० के दो 
आयत हैं। अतः सड़कों का कुल क्षेत्रफल 700% 5-+-300 5-3 # 53 5-4975 
वर्ग मीटर है । हमने 59८5 वर्ग मी० अर्थात्‌ 5 मी०>८5 मी० के वर्ग के क्षेत्रफल 
को क्यों घटाया है ?| 
7.3.2 एक सहत्वपूर्ण पर्यवेक्षण 

इससे पहले कि हम्‌ समांतर चतुर्भज, संभल, इत्यादि का क्षेत्रफल ज्ञात करें, 
हम सर्वांगसम आक्ृतियों के क्षेत्रफलों के बार में एक महत्वपूर्ण पर्यवेक्षण करते हैं । 

आपको याद होगा कि दो (समतल) आक्तियाँ सर्वांगसम होती हैं यदि, यह 
मानते हुए कि वे गत्ते के टुकड़े हैं, उतमें से एक को उठाकर दूसरे पर इस प्रकार 
रखा जा सके कि वह दूसरे को पूर्णतया ढक ले, अर्थात्‌ दूसरे के साथ संपाती 
हो जाए। दूसरे शब्दों में, सर्वांगसम आक्तियाँ सभी दृष्टिकोण से समान होती 
हैं। अतः यह सहज ज्ञान से स्पष्ट है कि दो सर्वांगसम आक्ृतियाँ त्तत का समान 
भाग घेरती हैं । हम कहते हैं कि सर्वांगसम आक्ृतियों के क्षे्रफल समान होते हैं । 
7,3.3 समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल 

हम बिना उपर्पत्ति दिए कह रहे हैं कि एक समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल 
उसकों किसी एक भुजा तथा तदनुरूपी शीर्षलम्ब का गुणनफल होता है। (देखिए 
आकृति 7.6) 
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यदि %!' समांतर चतुर्भुज की एक भुजा है तथा ॥ तदन्‌रूपी शोर्षलम्ब तो 
उसका क्षेबरफल & निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 


र 
[इस सूत्र की उपपंत्ति परिशिष्ट ॥] में दी गई है।] 


क्षेत्रफल - 88 0६ - शत्रिफल - 8८ »( & 
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आकृति 47.6 
हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण | : एक समांतर चतुर्भूज का क्षेत्रफल 400.8 वर्ग सेंटीमीटर है तथा 
उसकी एक भुजा की लम्बाई 2 सें०मी० है । तदनुरूपी शीर्षलम्ब ज्ञात कीजिए 


| * 
हल : आइए भूजा को 9 तथा तदनुरूपी शीषेलम्ब को ॥7 से व्यक्त 
करें| तब, 


>॥5-00.8 
हमें दिया है कि 0--2 सें० मी० है। 
इस प्रकार 42 +८0--00.6 
जिससे. ता 584 


अतः तदनुरूपी शीर्षलम्ब 8.4 सेंटीमीटर है । 
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प्रइनावली 7.2 
4. उस समांतर चतुर्भज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके लिए एक भुजा की 
लम्बाई और तदनुरूपी शीरषलम्ब क्रमशः निम्त हैं ; 
() 7.8 सें० मी० और 4.9 सें० मी० 
(0) 2.9 मी० और 6.3 मी० 
(7) 65 मि० मी० और 35 मि० मी० । 
2. एक समांतर चतुर्भज का क्षेत्रफल जिसका एक शीर्षलम्ब 8 सें० भी० है, 
396 वर्ग सें० मी० है। तदनुरूपी भुजा निर्धारित कीजिए । 


7.3.4 ब्िभूज का क्षेत्रफल त 
ब्रिभुज के क्षेत्रफल के लिए नियम ज्ञात करने में हम अनुच्छेद 6.3.2 में 

सिद्ध किए गए गुण कि समांतर चतुर्भूज का एक विकर्ण उसे दो सर्वांगसम 

व्िभुजों में विभाजित करता हैः का प्रयोग करते हैं । इनमें से प्रत्येक तिभुज का 

क्षेत्रफल, समांतर चतुर्भूज के क्षेत्रफल के आधे के बराचर होता है । 
मान लीजिए 88९! कोई त्विभुज है। ५ ह 

2 से होकर आइए 6]) ॥ 8८7 और ९ 

से होकर 000 ॥ 8 बींचें। तब हमें /(/ 

एक समांतर चतुर्भग ४307 प्राप्त हो 

जाता. है जिसका एक विकर्ण 0 है । 


[8 





(देखिए आक्ृति [7.7) अतः व्िभुज ४ ट्‌ 
800 और (708 सर्वाग्सम हैं। आक्ृति 77.7 
इसलिए प्रत्येक त्नि समांतर चतुर्भुज ४8९: के क्षेत्रफल के 





आधे के समाने हैं 
अब आइए शीष॑लम्ब 57, खींचें । तब, 
0 6090 का क्षेत्रफल >> (सर्मातर चतुर्भज ७807) का क्षेत्रफल) 
न-ठ्े (समांत्तर चतुर्भज का आधार » शीर्षलम्ब) 
स्ल्त्रे 3५9८४, 
हम देखते हैं कि 8(: और #&॥. क्रमशः तिभुज के भी आधार और शीर्ष- 
लम्ब हैं। अतः 
5 /४९ का क्षेत्रफल-- है आधार > शीर्ष लम्ब 
अर्थात्‌ व्विभुज का क्षेत्रफल आधार और तदनुरूपी शीर्षलम्ब के गुणनफल 
के आधे के समान होता है। 
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जब त्रिभुज एक समकोण विभुज है जिसका समकोण 8 पर है तो हम 


देखते हैं कि शीर्षलम्ब #, भुजा 29 के साथ संपाती है। अतः एक समकोण 
विभुज के लिए हमें निम्न नियम भी प्राप्त होता है : 


समकोण ब्रिभज का क्षेत्रफल कर्ण के अतिरिक्त उसकी दो भुजाओं के गुणन- 


फल के आधे के समात होता है । 


रे 


प्रदनावली !7.3 


व्िभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जबकि एक आधार और तदनुरूपी शीर्ष- 
लम्ब क्रमशः निम्न हैं : 

6) 6.7 सें० मी० और 0.9 सें० मी० 

(7) 55 मि० मी० और 34 मि० मी० 

() 3.5 मी० और 2.4 मी० 

अपने उत्तर वर्ग सेंटीमीटरों में दीजिए । 

समकोण त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी भुजाओं की लम्बाइयाँ 
(कर्ण के अतिरिक्त) निम्न हैं: 

() 20.6 सें० मी० और 3.9 सें० मी० 

0) [4.7 सें० मी० और 2.9 सें० मी 

एक समकोण क्रिभुज का क्षेत्रफल 60 वर्ग सें० मी० है. तथा एक भुजा 2 
सें० मी० है | दूसरी भुजा ज्ञात कीजिए [ 

एक समचतुर्भज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके विकर्णों की लम्बाइयाँ 
क्रमशः 20 स० मी० और व6 सें० मी० हैं | 


[संकेत : याद कीजिए कि समचतुर्भूज के विकर्ण परस्पर समकोण पर सम- 


द्विभाजित करते हैं और इसलिए वे समचतुर्भूज को चार सर्वांगसम समकोण 
व्िभुजों में विभाजित करते हैं। फिर यह सरलता से देखा जा सकता है कि 
समचतुभृज का क्षेब्रफल उसके विकर्णों के गुणनफल का आधा होता है।] 
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7.3.5 समलंब का क्षेत्रफल 


हम बिना उपपत्ति दिए कह रहे हैं कि एक समलंत्र का क्षेत्रफल उसकी 
समांतर भुजाओं की लम्बाइयों के औसत (4४८०४६०) और उनके बीच की दूरी 
का गुणनफल होता है। (देखिए आकृति 0 8] (ः 
7.8) यदि ॥ और 9 समांतर भुजाओं की / 
छि 


लम्बाइयाँ हैं तथा ॥ उनके बीच की दूरो, ॥ 


तो समलंब का क्षेत्रफल & निस्‍्न प्रकार 
लिखा जा सकता है: 


, &+-२] (97-09) 2८ ॥ आकृति ॥7.8 
(इस सूत्र की उपपत्ति परिशिष्ट ॥7 में दी गई है।] 
हम एक उदाहरण लेते हैं। 


उदाहरण 4 : एक समलंब की समांतर भूजाओं की लम्बाइयाँ [2.5 सें० मी० 
और 9 सें० मी० हैं जबकि उनके बीच की दूरी 6 सें० मी० है। उसका क्षेत्रफल 
ज्ञात कोजिए । 


हल : हम देखते हैं कि, 
87552.5, 0559 तथा ॥--6 है। 
अत: 85-३(2.5--9) 6. मल 
न (0.75) ३८ 65-64.5 
अर्थात्‌ समलंब का क्षेत्रफल 64.5 वर्ग सेंटीमीटर है । 





प्रशनावली 47,4 


4. एक समलंब का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसकी समांतर भुजाएँ 5.9 सें० 
मी० और 5.] सें० मी० हैं तथा उनके बीच की दूरी 2 सें० मी० है। 
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2, एक समलंब का क्षेत्रफल 34.5 वर्ग सें० मी० है। यदि उसकी समांतर 
भुजाओं के बीच की दूरी 3 सें० मी० है तथा इनमें से एक समांतर भुजा 
5 सें० मी० है तो दूसरी की लम्बाई निर्धारित कीजिए । 









| अकाका संकल्पनाएँ 









क्षेत्रफल आयत 
क्षेत्रफल के मात्रक वर्ग 

समांतर चतुर्भूज “का क्षेत्रफल 
सर्वागसम आक्ृतियों विभूज 






के क्षेत्रफल समलंब' 





परिशिष्ट वा 


समांतर चतुर्भुज का क्षेफल 


मात लीजिए ७83९. एक समां- 
तर चतुर्भन है। आइए (० पर 
/ और ह से क्रमशः 87, और फ्री 
लम्ब खींचें। आपको याद होगा कि 
67, (या 8) समांतर चतुर्भन की 
भूजा ४9 का तदनुरूपी शीषषलम्ब है । ह । 
(दिखिए आक्रृति ह |. |) क्या आप आकृति 3 ॥. | 
भुजा 80 के तदतुरूपी शीर्षलम्ब खींच सकते हैं ? 

ब हम समांतर चतुर्भुन 88(70 का क्षेत्रफल किस प्रकार ज्ञात करेंगे? 

स्वयं आकृति से हमें एक संकेत मित्र रहा है। ऐसा प्रतीत होता है कि त्रिभज' 
47) और 8९ सर्वागसम हैं। क्‍या वे हैं ? 





गम देखते हैं कि 
655५४ [परिभाषा से) 
८८४८9) (रचना से) 
60-890 (क्यों ?) 


इस प्रकार, शत सर्वागसमता नियम से दोनों तिभज &.) और 8७0 
सर्वांगसम हैं। इसके परिणामस्वरूप उनके क्षेत्रफल समान हैं। 

अतः समातर चतुभुज 49९. का क्षेत्रफल 
जनचतुर्भज 88५) का क्षेत्रफल-- /५ 80 का क्षेत्रफल 
नचचतुर्भज 89५) का क्षेत्रफल-- ५ 8],0 का क्षेत्रफल 

(क्यों?) 

न्आयत /9)५, का क्षेत्रफल 
न्न्तै 6, 


परिशिष्द |] 7... 4१433 


अतः समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल उसको एक 
भुजा तथां तदनुरूुपी शीष॑लम्ब का गुणनफल होता 


है। 


पाठक पान दें कि उपयुक्त उपपत्ति केवल तप्ी 
मा्य है जबकि शोष॑लम्बों में से एक समांतर चतुर्भज 
के अन्दर हो जता कि आकृति # !. | में है। यदि 
दोनों ही शीर्षतम्त पूर्णतया या आंशिक रूप से समांतर 
चतुर्भज के बाहर हों, जैसे कि आकृति 8 !], 2 में 
8. और 8) हैं, तो यह उपपत्ति मान्य नहीं है। 
हम यह पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ रहे हैं कि वह्॒‌ इस... आाश्ति ॥ ].2 
स्थिति की उपपत्ति प्रदान करे । ह 
[संकेत : ॥॥) और 9) के प्रतिच्छेद बिंदु को 8 से व्यक्त कीजिए । 
कं हे चतुर्भज छ50( का क्षेत्रफलज-चतुर्भज 880/, का क्षेत्रफल, 
इत्यादि । 





परिशिष्ठ पा 


समलंब का क्षेत्रफल 


मौन लीजिए #8(7) एक समलंब है जिसकी समांतर भुजाओं /8 और 
(0 की क्रमशः लम्बाइयाँ & और ४ हैं। 


9 
आइए 78 [| 88 तथा 87 | 00 हि कह! 
खींचें। तब, [07-- 37 समलंब 80९४0 । 
की समांतर भजाओं ७8 और (0 के 
बीच की दूरी है। आइए इस दूरी को ॥ (7 | 
से व्यवत करें। देखिए आक्ृति # ॥]].) है ६ 8 8 
आकृति &॥॥ग. 4 


अब हम समलंब 88 (0 का क्षेत्रफल केसे ज्ञात करेंगे ? 


यह स्पष्ट है कि यदि हम विकर्ण ४७ 8 बींच लें तो समलंब दो 
ब्रिभजों में बिभाजिंत हों जाता हैं। निस्संदेह, हम जानते हैं कि एक त़िभुज का 
क्षेत्रफल किस प्रकार ज्ञात किया जाता है। 


आइए इसका विकर्ण 9) खींचें । 
तब, (५७87 का क्षेत्र फल-३ 8 »(॥ 
(3९09 का क्षेत्रफल --+ 09<॥ 
अतः, समलंब 8८7) का क्षेब्रफल--३(9--9) 2(॥ 
ब्दों में, समलेब का क्षेत्रफल" उसकी समांतर भजाओं की लम्बाइयों के 
औसत और उनके बीच की दरी का गुणनफल होता है। 


* ध्यान दीजिए कि ॥(8--9), & भौर 6 का औसत है। 


एकक हा 


वत्त 


द 


हम बृत्तों से पहले से ही परिचित हैं। इस एकक में हम वृत्तों के कुछ 
और गुणों का अध्ययन करेंगे। 


8, पुनरावलोकन 


आप वृत्तों और उनके कुछ गुणों से पहले ही परिचित हैं। आपको अपनी 
पिछली कक्षाओं से तिम्त संकल्पनाओं का पुनरावलोकन करना चांहिए : 

वृत्त: वृत्त की व्विज्या, केन्द्र, व्यास और परिधि । | 

चाप और जीवाएँ : दीर्घचाप, लघुचाप, अधेवृत्त, केन्द्र पर बनाया गया कोण) 

वृत्त का अध्यंतर और बहिर्भाग । 

वत्त-खंड (४८९77 ० & ०06) और त्रिज्यखंड (8८००7) । 

अब हम वृत्तों के कुछ और गुणों का अध्ययत्त करते हैं । 
8.2 केर्द्र से जीवा पर डाला गया लम्ब 

आइए एक वृत्त लें जिसका केन्द्र, उदाहर- 
णाथे, 0 है और उसकी कोई जीवा ९0 खींच । 
फिर 0, | ९0 की रचना करें। (देखिए 
आक्वृति 8.]) 

अब आइए शी, और 07. को मापें। हम 
क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि श -()।, है। 





आकृति 8.। . 
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दूसरे शब्दों में, बृत्त के करद्र से जीवा पर डाला गया लम्ब जीवा को सम- 
द्विभाजित करता है। यह पर्यवेक्षण अति सरलता से सिद्ध किया जा सकता है। 
आइए देखें कंसे । 
हम' 0 और ? तथा 0) और 0) को मिलाते हैं। इस प्रकार, हम दो सम- 
कोण व्रिभुज 0.9 और 07.0 प्राप्त करते हैं। इनमें से प्रत्येक का समकोण 
7 पर है। (क्यों?) 
हम देखते हैं कि इन दोनों समकोण त्िभुजों में, 
कर्ण 0?-कर्ण 00 (एक ही वृत्त की व्रिज्याएँ) 
... भुजा 0भुजा 0. 
अतः एल$ सर्वांगसमता नियम से, 
&072:% ७०0.0 
इससे निष्कर्ष निकलता है कि, 
ए-0, 
निस्‍्संदेह यही हम सिद्ध करना चाहने थे । 
[टिप्पणी : चूँकि 0, | 70 है तथा 0!,, ९0 को समह्विभाजित करता है, 
अतः यह निष्कर्ष निकलता है कि, 0॥, 26 का लम्ब समद्विभाजक है और 
इसीलिए बिंदुओं ? और 0 की रामसिति अक्ष है। | 
अब आइए उपर्युक्त कथन के विलोम, अर्थात्‌ बुत्त की जीवा का लस्ब सम- 
द्विभाजक उसके केन्द्र से होकर जाता है, को जाँच करें। 
क्या विलौम संत्य है ? आइए देखें । गा 
मान लीजिए ?0 एक वृत्त की जीवा है 
जिसका केन्द्र 0 है तथा (धर इस जीवा का 
लम्ब समद्विभाजक है । (देखिए आक्ृति 8.2) 
एकक >ता से आपको याद होगा कि दो 
दिए हुए बिन्दुओं की सममिति अक्ष पर स्थित 
प्रत्येक बिन्दु उन दोनों बिन्दुओं से समदूरस्थ 
होता है तथा दो बिन्दुओं से समद्रस्थ 
प्रत्येक बिखयु उनकी समिति अक्ष पर स्थित 


होता है । आकृति ॥8.2 
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अतः आइए 0 और ? तथा 0. और (0 को मिलाएं । 

अब, (07-00 (क्यों ?) 

इसका अर्थ यह हुआ कि केन्द्र 0, ? और (00 से समदूरस्थ है। 

अतः केन्द्र 0 को बिदुओं ? और 0 की सममिति अक्ष पर-अवश्य स्थित 
होना चाहिए जो यह कहने के समान' है कि उसे जीवा 200 के लम्ब समद्विभाजक' 
पर अवश्य ही स्थित होना चाहिए ह 


अतः जीवा ?() का लम्ब समद्विभाजक वृत्त के केन्द्र 0 से होकर जाता 
है। इससे परिणाम सिद्ध हो जाता है । 
8.3 वृत्त की समदूरस्थ जीवाएं 

भान लीजिए कि 883 और (!9 एक वृत्त की जीवाएं हैं जिसका केन्द्र 0 है। 
आइए 0, | ७8 तथा 0/५/ | (72 की रचना करें। (देखिए आकृति 8.3) 

यदि (),-- 0// हो, तो हम कहते हैं 
कि जीवाएं 08 ओर () क्र से समद्रस्थ 
हैं । संक्षेप में हम कहते हैं कि ये समद्रस्थ 
जीबाएं हैं 


अब हम समदूरस्थ जीवाओं के एकः अति 
महत्वपूर्ण गुण, अर्थात्‌ यह कि वृत्त की सम- 
'द्रस्थ जीवाएं समान होती हैं, को सिद्ध करते 
है । उपपत्ति अति सरल है और इसमें रान5 
सर्वांगसमता नियम का प्रयोग होता है। 

आकृति 8.3 में आइए 0 और 6 तथा 
(0 और ८ को"मिलाएँ । (देखिए आकृति 8,4) 
हमें. दो समकोण त्रिभुज 07.8 और 0)/0 
प्राप्त होते हैं | (क्यों ?) 

इन विभुजों में हम देखते हैं कि 

भुूजा 0/, >भूजा 0५ 
तथा कर्ण 0&--कर्ण 00: 
(एक ही वृत्त की त्विज्याएँ) 
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अतः रित्ति8 सर्वागसमता तियम से, 
5७०,७५८३ ७५ 0//( 
जत्त:, न कम कै (क्यों?) ह 
परन्तु आपको याद होगा कि वृत्त के केन्द्र से जीवा पर डाला गया लस्ब 
जीवा को समद्वि भाजित करता है । 
अतः, 6, $ 56 0 तथा ((--३ (7० 
जिससे, &3-- ८) 
. अतः हम निष्कर्ष निकालते हैं कि वृत्त की समद्रस्थ जीवाएँ समान होती हूँ । 
आइए इसके विलोम की जाँच करें । क्या वुत्त की समान जीवाएँ केसर से 
संसद्रस्थ होती हैं। कह 
आइए केच्ध 0 लेकर एक वृत्त खींचें और उसकी दो समान जीवाओं 88 
और (0 की रचना करें । [हम समान जीवाओं की रचना किस प्रकार करेंगे ? 
हम पहले कोई जीवा ४४ खींचते हैं। फिर हम वृत्त पर कोई बिन्दु ( लेते हैं । 
(को केन्द्र मानकर और 83४ त्िज्या लेकर हम वृत्त को ॥2 पर काठता हुआ 
एक चाप खींचते हैं । तब, जीवा (0, जीवा 3 के समान है ।| 
0 से दोनों जीवाओं पर हम लम्ब 0॥, 
और 0 खींचते हैं। (देखिए आकृति १8.5) 
(0॥, और 0७४ को. माषिए । हम क्यों&८. - 
देखते हैं ? रा 
वृत्त में समान जीवाओं के कुछ और युः्भ 
खींचकर आइए इस प्रयोग को दोहराएँ। हम 
देखेंगे कि वृत्त की समान जीवाएँ केन्द्र से 
संमदूरस्थ होती हैं । 





आकृति 58.5 


8.4 अधंवृत्त का कोण 


आइए केन 0 लेकर एक वृत्त खींचें और उसका एक व्यास, उदाहरणार्थ 
0, खींचें | | 
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फिर, आइए वृत्त परकोई बिन्दु ८ लें। 
| हम देखते हैं कि चाप ७५5७ एक अधवचृत्त 
(शशंलाणेश) है। अन्त में, 5 और ८ तथा 
क्र और 0 को मिलाएँ । (देखिए आकृति 
8,6) 
८4509 अर्धकृत्त का एक कोण कहलाता है । 
यह देखा जा सकता है कि / 008 सर्देव 
90" रहता है । 
आइए “४८93 को मारपें । हम क्‍या 
देखते हैं ? 





;2 - आकृति 78.6 

अब वृत्त पर (ः को किसी अन्य बिन्दु पर लें। पुनः आइए ८४५8 
को मापें | हम देखते हैं कि वृत्त पर (: की प्रत्येक स्थिति के लिए //(3 एक 
समकोण है । | 

आइए अनेक भिन्‍न वृत्तों को खींचकर इस प्रयोग को दोहराएँ। हम देखते 
हैं कि प्रत्येक स्थिति में अध॑बुत्त का कोण समकोण होता है। 
8.5 बुत्त के केन्द्र पर किसी चाप द्वारा बनाया गया कोण 

, आइए केन्द्र 0 लेकर एक वृत्त खींचें और उसका एक चाप 6079 लें ज॑सा 

कि आकृति 8.7 में दिखाया गया है। [आकृति 8.7 (३) में 878 एक लघु 
चाप (77707 ७7०) है. जबकि आकृति 8.7 (0) में &?8 एक दी चाप 
(70207 870) है । | 


रख 


() (0) 
आकृति 38.7 : 
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आइए वृत्त के शेष भाग पर कोई बिन्दु (: लें। अंत में, 0 और 3, 0 और 
8, (५ और & तथा (४ और छे को भिलाएँ | 


८808 एक केख्रीप कोण (एशा0शों भ्राट्रौ०) कहलाता है क्‍योंकि यह 
चाप 878 द्वारा केन्द्र पर बनाया गया कोण है। [हम देखते हैं कि आकृति 
8.7 (0) के लिए, अर्थात्‌ जब चाप #?8 एक दीर्ष चाप है, केन्द्रीय कोण 
009 प्रतिवर्ती है। | 


आइए अब /008 और / 8९१8 को मापें । हम क्‍या देखते हैं? हम 
देखते हैं कि // $008--2 “408 


आइए अनेक भिन्‍्न वृत्तों को खोंचकर इस प्रयोग को दोहराएँ । हम देखते 
हैं कि प्रत्येक स्थिति में वुत्त के चाप द्वारा केस्र पर बनाया गया कोण उसके 
द्वारा वृत्त के शेब भाग पर स्थित किसी बिन्दु पर बनाए गए कोण का दुगुना 
होता है । 


8.6 एक ही वृत्त-खंड के कोण 


आइए एक वत्त लें और उसकी एक 

जीवा ४४3 खींचें । अब वृत्त पर दो बिन्दु 
?और 0 इस प्रकार लें कि वे 88 के एक... ... 
'ही.ओर:स्थिंतहो। (देखिए अकतिंग8/8) 

हम कहते हैं कि // &7?8 और “008 

एक ही वत्त-खंड के कोण हैं । 

आइए “४९8 और / (08 को मापें। 

हम क्‍या देखते हैं ? हम देखते हैं कि 
८.2 795- / 8.09 है। भाक्ृति 48.8 


वृत्त पर 9 और 0 की ऐसो अन्य स्थितियाँ लेकर आइए इस प्रयोग को 
दोहराएं । हम क्या देखते हैं ? हम देखते हैं कि, प्रत्येक. स्थिति में, एक हो वृत्त- 
खंड के कोण समान होते हैं । 
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. ५ प्रदनावली 8.7 

4, बिन्दु 0 को केन्द्र मानकर 2.5 सें० मी० की त्िज्या का एक वृत्त खींचिए। 
इसमें एक जीवा 83--4 सें० मी० खींचिए । साथ ही, 0४ | 883 इस 
प्रकार खींचिए कि )(, 8 पर स्थित हो । 8७ और ४४७ को मापिए। 
क्या &/(-- ५४ है ? 

2. एक ही केच्ध वाले वृत्त संकेन्द्रीय वुत्त (१०॥८शा०ं८ था९९४) कहलाते हैं । 
(0 को केन्द्र मानकर और क्रमशः .5 
सें० मी० और 2.2 सें० भी० ब्रिज्याओं 280 
वाले दो संकेन्द्रीय वुत्त खींचिए। बाहरी 8/-#---+ श्छ) 
वृत्तकी एक जीवा 683 खींचिए जो कि 
अन्दर वाले वृत्त को (: और [2 पर 
काटती है। (देखिए आकृति 8.9) क्‍या 
23 और (० का एक ही मध्य-विन्दु 
है ? क्या 8( 7-०४ है ? 

[संकेत : 0) | 58 खींचिए।] आकृति 8.9 

3. 88--6.4 सें० मी० का व्यास लेकर एक वृत्त खींचिए | वृत्त पर कोई 
बिन्दू 7 लीजिए । 8८ और 8८ को मिलाइए। /64(४8 को मापिए। 
क्या ./&(!8 एक समकोण है ? 

4, हम नीचे समकोण त्रिभज की रचना करने की एक बेकल्पिक विधि दे रहे 
हैं, जबकि उसका कर्ण और एक भूजा दिए हुए हों। [अनुच्छेद 4.8 भी 
देखिए !| हम इस गुण का प्रयोग करेंगे कि अधबृत का कोण समकोण 
होता है ॥] 
चरण 4 : हम दिए हुए कर्ण के बराबर 

की लम्बाई का एक रेखाखंड 5४ खींचते हैं । 
चरण 2: 08 को व्यास मानकर हम 

एक वृत्त खींचते हैं । 
चरण 3: / को केन्द्र मानकर और 4 8 
दी हुई भुजा की लम्बाई के बराबर की 

त्रिज्या लेकर हम बृत्त को 0! पर काठता 

हुआ एक चाप खींचते हैं। ह | । 

भाकृति 38.80: 
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जे तब / 808 एक समकोण है तथा /#९८७8 ही वाँछित समकोण लिभुज 
है। (देशिए आकृति 8.0) 

एक समकोण लिभज की रचना कीजिए जबकि दिया हुआ कर्ण और एक 
भजा क्रमशः निम्न है 


() 5 सें० मी०, 3 सें० मी७ 
(7) 6.4 सें० मी०, 4 सें० मी० 
॥) 5.6 सें७» मी०, 2.9 सें० मी० 
5, केन्द्र 0 लेकर एक वत खींचिए और एक जीवा ४9 की इस प्रकार रचना* 
कीजिए कि // 0093 --20? हो | (देखिए आक्ृति ।8.॥) 
(क) वत्त के दीघ चाप 88 पर कोई बिंदु ए लीजिए ।? और ४ तथा 
| बा छ को मिलाइए । /6& 73 को मापिए। क्या / ९8 --60? 


(ख) वृत्त के लघ चाप ४3 पर कोई 
बिद 0) लीजिए । (0 और & तथा 
0 और 89 को मिलाइए | ,/ /(383 
को मापिए । क्या “५३४ --20* 
है? 

[हम देखते हैं कि, बे 
८378-- / 809 -- 80 ह 5 
25९30 के प्रकार का चतुर्भूज जिसके 

शीर्ष वृत्त पर स्थित होते हैं एक चक्रोय चतुर्भुज आकृति ॥8. 

(एतांए बा्ताब्राल्ओ) कहलाता है । बिंदु ७, ?, 8 और (0 चक्रीय बिदु 

(९०ा८एलां८ एणआ$) कहलाते हैं । 


हम विभिन्‍न वृत्त लेकर तथा कोण (08 के विभिन्‍न मानों को लेकर इस 
प्रयोग को दोहरा सकते हैं। प्रत्येक बार हम देखेंगे कि कोणों ? और (0 का 
िय क कक अलटी नल पक किशन दर बम आ की लक 405, दल 2 अिकलिर 2ह 2 0 कक 3 20420 कक ड 
* बत्त पर कोई बिंदु & लीजिए । & ओर 0 को मिलाइए । 0 पर एक कोण 207 


का इस प्रकार बनाइए कि ४0 उसकी एक भुजा रहे । मान लीजिए दूसरी भुजा वृत्त को 
9 पर काटती है । तब ४9 ही वाँछित जीवा है । 
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योग 80" है । इस प्रकार हम देखतें हैं कि चक्रीय चतुर्भज के सम्पुख कोण 


संपूरक होते हैं । 


मुख्य संकल्पनाएँ 


केन्द्र से जीवा पर डाला गया लम्ब एक ही वृत्त-खंड के कोण 
बृत्त की समदूरस्थ जीवाएँ संकेन्द्रीय वृत्त 


अधवृत्त का कोण चक्रीय चतुर्भुज 
चाप द्वारा वृत्त के केन्द्र पर बताया चक्रीय बिदु 
गया कोण (अर्थात्‌ केन्द्रीय कोण) 





एकक 


बर्ग और वर्गमूल 


' हम भाग की विधि से उन धनपूर्णाकों के वर्गमुल ज्ञात करना सीखेंगे 
जो पूर्ण वर्ग हैं। हम उन परिमेय संख्याओं के वर्गमूल निकालना भी 
सीखेंगे जो परिभेय संद्याओं के पूर्ण वर्ग हैं। 


9,] प्रमिका 


हम पूर्णाकों के वर्गों से पहले ही परिचित हैं। हम यह भी जानते हैं कि 
गुणनखंड विधि (80007 ॥/॥00) के प्रयोग से उन धनपूर्णाकों के वर्गमूल किस 
प्रकार प्राप्त किए जाते हैं जो पूर्ण वर्ग हैं। अब हम उन धनपूर्णाकों के वर्गमूल 
ज्ञात करने के लिए जो पूर्ण वर्ग हैं एक अन्य 'विधि..अर्थात्‌ भाग की विधि 
(पंशंध्रणा ॥0000) सीखेंगे। हम उत परिमेय संख्याओं के' वर्गमूल ज्ञात 
करने की विधि भी सीखेंगे जो परिमेय संख्याओं के पूर्ण वर्ग हैं। ह 


9.2 एक महत्वपूर्ण पर्यवेक्षण 


इस अनच्छेद में हम जहाँ भी शब्द 'संख्या' का प्रयोग करेंगे उससे 
हमारा अभिप्रायः होगा धनपूर्णाक। हम संख्याओं के वर्गों से प्रारम्भ 
करंगे। 


[-अंक की सबसे छोटी संख्या कौन-सी है ? यह संख्या | है। इसके वर्ग में 
कितने अंक हैं ? क्योंकि () ->, अतः इसके वर्ग में | अंक है 
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]-अंक की सबसे बड़ो संख्या कौन-सी है ? यह संख्या 9 है। इसके वर्ग में 
कितने अंक हैं ? स्पष्ट हैं कि इसमें 2 अंक हैं । 

यह सरलता से देखा जा सकता है कि से 9 तक संख्याओं के वर्गों में या 
तो एक अथवा दो अंक हैं । 

अत: हम देखते हैं कि |-अंक की सभी संख्याओं के बर्गो'में या तो 
4[--2(4)-- | अथवा 2[ --2(॥)|] अंक हैं । 

अब 2-अंकों की सबसे छोटी संख्या कौन सी है ? यह संख्या 40 है। हम 
देखते हैं कि इस के वर्ग में 3 अंक हैं। इसी प्रकार, 2-अंकों की सबसे बड़ी 
संख्या, 99 के वर्ग में 4 अंक हैं । 

अतः हम देखते हैं कि 2-अंकों की सभी संख्याओं के वर्गों में या तो 
3| 52(2)-7] अथवा 4[ +-2(2) | अंक हैं । 

पाठक यह जाँच“ करें कि 3-अंकों की सभी संख्याओं के वर्गी में या तो 
5[ -2(3)--] अथवा 6[--2(3) | अंक होते हैं, इत्यादि । 

. आपको याद होगा कि किसी संख्या का वर्गमूल ज्ञात करने की प्रक्रिया वर्ग 
करने की ($4५७778) की प्रक्रिया का प्रतिलोम होती है। अतः क्या आप 
यह बता सकते हैं कि 3-अंकों की एक पूर्ण वर्ग संख्या, उदाहरणार्थ, 625 के 
वर्गमल में कितने अंक होंगे ? उपरोक्त महत्वपूर्ण पर्यवेक्षण के आधार पर हम 
तुरन्त यह कह सकते हैं कि 3-अंकों की पूर्ण वर्ग संख्या 625 के वर्गमूल में 2-अंक 
होंगे । 

क्या आप यह बता सकते हैं कि 6-अंकों की पूर्ण वर्ग संख्या, उदाहरणार्थ, 
0224 के वर्गमुल में कितने अंक होंगे ?** पुत्र: यहु बताना सरल है कि 
40224 के वसूल में 3-अंक होंगे। 


हम इस महत्वपूर्ण पर्यवेक्षण का प्रयोग करेंगे और भाग की विधि द्वारा 


हमें यह व्यापक परिणाम प्राप्त होता है कि ॥-अंकों की सभी संख्याओं के वर्गों में था तो 
27- अथवा 2॥ अंक होते हैं । 


+*व्यापक रूप में, किसी "-अंकों की पूर्ण वर्ग संह्या के वर्गंमूल में हर अंक होंगे यवि ॥ 


]. होंगे 
सम हैतथा - अंक होंगे, यदि | विषम है । 
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पर्ण वर्ग धनपूर्णाकों के वर्गमूल ज्ञात करेंगे। इस विधि में विभिन्‍्त चरणों का' 
न्‍्यायौचित्य देना कुछ कठिन है। अतः हम केवल विभिन्‍त चरणों का कथन देंगे 
और उनका प्रयोग करना सीखेंगे । 


9.3 पूर्ण वर्ग धनपूर्णाकों के वर्गछुल-- भाग की विधि 


हम पूर्ण वर्ग धनपूर्णाकों के बर्गमूल निम्न चरणों में ज्ञात करते हैं। मान 
लीजिए कि हम 625 का वर्गमूल ज्ञात करना चाहते हैं। आपको याद होगा कि 
3-अंकों की संख्या 625 के वर्गमूल में 2 अंक होते हैं। 

चरण ] : हम दाईं ओर से प्रारम्भ करके अंकों के जोड़े बताते हैं। हम 
जोड़ों को पृथक करने के लिए अर्धविरामों (००॥77788) का प्रयोग करते हैं। 

हम देखेंगे कि बराईं ओर अंत में हमारे पास या तो एक जोड़ा अथवा ज़्केला 
एक अंक शेष रहता है । 

प्रस्तुत उदाहरण में बाई ओर अंत 


में अकेला अंक 6 शेष रहता है । हा निलशि लिन. ली पक 
चरणग] : बाई ओर के अंतिम. रे 7 लक ॥ 


जोड़े (अथवा अकेले अंक)कों लीजिए। .. चरण 05 मं उुन्क्लाए 
हम 4-अंक की सबसे बड़ी संख्या, ४ 5225 
उदाहरणार्थ, £ की -खीज॑ करते . हैं ता 7. तल्‍-चरणफ 
जिसका वर्ग बाई ओर के अंतिम जोड़े (अथवा अकेले अंक) से अधिक न हो. . 

हमारे उदाहरण में हमारे पास अकेला अंक '6' है। स्पष्ट है कि सबसे 
बड़ा 5५, 2 है जिसके लिए ४*<6 है | 


: वर्गसूल में ४ बाई ओर से सबसे पहला अंक होगा। 


चरण ॥ी: हम बाई ओर के अंतिम जोड़े (अथवा अकेले अंक) में से 5? 
घदाते हैं ओर इस प्रकार शेष बची संख्या के साथ अगला जोड़ा लगा देते हैं । 


हमारे उदाहरण में शेष 6--(2)?--2 है। हम इसके साथ अगला जोड़ा. 
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अर्थात्‌ 25 लगा देते हैं तथा संख्या 225 प्राप्त करते हैं । 


चरण ॥9 : हम 5 को 2 से ग्रुणा करते हैं। हम पुनः 4-भंक की बड़ी से 
बड़ी संख्या, उदाहरणार्थ, ४ खोजते हैं ताकि (2£४०८0---9)ए४७६ चरण ता में 
प्राप्त संख्या हो । 


ए बर्गमूल में अगला अंक होगा। 


हमारे उदाहरण में' 2£--4 है। हम ४-5 प्राप्त करते हैं जिसके लिए 
(4» 0--5)5<६225 है। 


चरण ५: हम चरण गा को संख्या से # और (2४:८0--9) के गुणनफल 
को घटाते हैं और इस प्रकार प्राप्त शेष राशि के साथ पुनः हम अगला जोड़ा 
लगा देते हैं । रब 

चरण ५7] : वर्गमृल में अब तक प्राप्त किए गए अंकों से बनी संख्या को हम 
& से व्यक्त करते हैं। हम & को 2 से गुणा करते हैं। पुनः हम -अंक की सब 
से बड़ी संहया, उदाहरणाभ, 2 को खोजते हैं ताकि (24 2< 0--2) ूचरणए५ 
में प्राप्त संख्या हो । ह 


2 वर्गमूल में अगला अंक होगा । 


चरण शा : चरण ५ की संख्या से हम 2 और (24 > 40--2) के गणनफल 
को घटाते हैं और इस प्रकार प्राप्त शेष संख्या के साथ पुन हम अगला जोड़ा 
लगा देते हैं । 


हम यह प्रक्रिया तब तक करते रहते हैं जब तक श त्य शेष नहीं बच जाता है 
और संख्या में कोई जोड़ा शेष तहीं रहता । 

अपने उदाहरण में हमने चरण 9 में शेष शून्य प्राप्त किया था और संख्या 
में कोई जोड़ा शेष नहीं बचा था। अतः 625 का वर्गमूल 25 है। 


हम कुछ और उदाहरण लेते हैं । 


ह श्र 
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पूर्ण वर्ग धनपूर्णाकों के वर्गमृज़र 92५ का वर्गमूल ज्ञात कीजिए । 
न्यायौचित्य देना कुछ का 
और उनका प्रधोग 


_ 332 
चरण ॥->» बा «चरण 
'८3| 9 


चरण ि-+ | 202 “चेरण वी 
०73 09 
चरण ५ ->662[| १324 -चरण ४ 


>2| 324 
6 ज्चरण शा 

जूस प्रकार, /फिड्द < 332 
उदाहरण 2: 49084] का वर्गमूल ज्ञात कीजिए । 

422 


हल : 
चरण ॥- 7 पे «चरण | 
६ ]॥] 


चरण ॥9> 5) के >क्रण गा 
ह ह >2 44 
.. 5 श्श्चुश्वीएा८क उठा उठ: चरण ए 
५2]. 484 


चरण ता ->244! 244। ->चरण रा 
है | 244] 





0) «चरण [रू 


इस प्रकार, /49084 -22] 

टिप्पणी : इस उदाहरण में चरण 777 में जब हम सब से बाई ओर के अंक 
से ४८ |*ल्‍-] घटाते हैं तो हमें शेष शून्य प्राप्त होता है। परस्तु क्योंकि 
संख्या में अंकों के और जोड़े शेष बचे हैं, यह प्रक्रिया यहाँ समाप्त नहीं हो 
जाती। हम शेष बचे शून्य को छोड़ देते हैं। फिर अगला जोड़ा लगाने से हमें 
चरण ॥] के अंत में संख्या 49 प्राप्त होती है । ि 
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उदाहरण 3 : 46022656 का वर्गमूल ज्ञात ब 


न  ४.ंक की बड़ी से 
6784 ज्ज्य्णा, पे 
चरण प-> 7 कद कस ं 
> 636 
चरण ॥[५->. 2/॥002 चरण ही 
२०7 889 
चरण ४-> [348| ]|326 +चरण ५ 
> 8 40784 
चरण ५७7[[-+ हम] 54256 >चरण ५॥ा 
ध्र्थ 54256 
| () «चरण <६ 
इस प्रकार, /46022656-- 6784 
उदाहरण 4 : 96672464 का वर्गमुल ज्ञात कीजिए | 
हल ; 
3]092 
चरण 7-+ 2/0,00,/,24,04&चरण | 
> 39 
चरण ५४-> 8]| 86 चरण ॥77] 
| >]| 6] 
चरण शा->. 620 ह377 «चरण ४ 
><0॥ 000 
चरण शा -> | 5724 >-चरण शा 
>9. 5588[ 
चरण & -> 62[862। 24364 _-चरण 77% 
2 [24364 : 


| है] +चरण <€प 
इस प्रकार, ७४१96ह72464 --3092 
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प्रदनावली /9.] 


, (क) 3-अंक्ों की सबसे छोटी संख्या कौन सी है ? इसके वर्ग में. कितने 
अंक हैं ? 
(ख) 3-अंकों की सबसे बड़ी संख्या कौन सी है ? इसके वर्ग में कितने अंक 
हैं ? 


2. जाँच कीजिए कि 4-अंकों की किसी संख्या के वर्ग में या तो [[--2(4)--] 
अथवा $8[--2(4)] अंक होते हैं।. 
3. निर्णय कीजिए कि निम्न संख्याओं में से प्रत्येक के वर्गमूल में, कितने अंक 
होंगे : । 


(क) 2704 (ख) 2345432] 
(ग) 8677044.. (घ) 283729796 
[ वास्तव में वर्गमूल ज्ञात नहीं कीजिए ।] 
4, भाग की विधि से निम्न संख्याओं में से प्रत्येक का वर्गमूल ज्ञात कीजिए : 


6) शा (8) 089 

(॥) 240] (0५) 3844 

(५) 232। (शं) 4209 
(शा) 00489 (शा) 9025 
(5) 8476 (४) 43649 
() 652864 0) 23432] 
0प) 90244. . ४ए) अ07592 : 
(0५) 5683652 (हज) 6544800 
(0) 289238049 (शा) 2834276 
(05) 040209 (70). 40820804 


5. एक वर्गाकार खेत का क्षेत्रफल !464 वर्ग मीटर है। इसकी भजा 
निर्धारित कीजिए 

6. एक आयताकार खेत की लम्बाई उसकी चौड़ाई से दुगुनों है। यदि खेत 
का क्षेत्रफल 5842 वर्ग मीटर हो तो खेत की लम्बाई तथा चौड़ाई ज्ञात 
कीजिए 

7, दो वर्गों के क्षेत्रफल क्रमशः 324 वर्ग मीटर और 225 वर्ग मीटर हैं। उनकी 
भुजाओं का अनुपात निर्धारित कीजिए । 
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9,4 परिमेय संख्याओं के वर्ग 
हम परिमेय संख्याओं को गुणा करना जानते हैं। आपको याद होगा कि 


2 ५ ख .] गें न 420९ झ्ैं 
यदि ह्और-त परिभेय संख्याएँ हों, तो उनका गुणनफल हा त के रूप सें 


परिभाषित किया जाता है तथा हम इसे इस प्रकार लिखते हैं : 
8& .,०९ 82८ अंशों का गुणनफल 
0 0 7४?£»0 हरों का गुणनफल 
जब एक परिसेय संख्या को स्वयं से गुणा किया जाता है तो हमें जो प्राप्त 
होता है उसे हम उस परिमेय संख्या की द्वितीय घात अथवा वर्ग कहते हैं । 


उदाहरणार्थ, 


६5 “कह रा 


__ 6 --6 १५2 /--6 & 
(#)(6) न -र्ती) का 
हम इन्हें निम्न प्रकार भी लिख सकते हैं: 
(जु) कब हब आप तक 
4/न्ाज शत का द बुत्तपु 
न 


7 ७ पप ् प>7 75 


दूसरे शब्दों में, यदि फ एक परिसमेय संख्या है, तो 


| | 8 28>%9 947 


| 
ह) कक” फत्कक्ततक ह 
अतः एक परिमेय संख्या का वर्ग उसके अंश का वर्ग भाग (तांशात०0 फ़ए) 
उसके हर का वर्ग के समान होता है। . 
हम एक उदाहरण लेते हैं। ह 
* उदाहरण : निम्न में से प्रत्येक परिमेय संख्यां का वर्ग ज्ञात कीजिए: ... 


97 84 . --627 
(क) 55 (ख) “55 (ग) “उच्ता 
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हल : 
हटाए. (29. 44| 
(क) (25) ठछफ़ ₹ छठ 
00.. (॥79 . 232 
(ख) (दतव) ++ छठ» + ]685% 
के मा _ (--6277 ._ .264729 
() उद्या/ * छठ 5 छााहा 


9.5 पूर्ण वर्ग परिसेय संख्याओं के वर्गघुल 


हम अनुच्छेद 9.4 में देख चुके हैं कि एक परिमेय संख्या का वर्ग उस परि- 
मेय संख्या को स्वयं से गुणा करने का परिणाम होता है। इस एकक के शेष 
भाग में हम केवल पूर्ण वर्ग परिमेय संख्याओं (9श०० धपृप्था& 72४0५ 
ग्रधगाश$) से सम्बन्धित रहेंगे। प्रतिलोम प्रक्रिया अर्थात्‌ वह परिसेय 
संख्या ज्ञात करना' जिसका वर्ग वही परिमेय संख्या प्रदात करता है “अवर्ग' 
करने (हा5वराक्ा77) अथवा परिमेय संख्या का बर्गमूल ज्ञात करने की प्रक्रिया 
कहलाती है। हम केवल धनात्मक वर्गमुल ही ज्ञात करेंगे और उसे हम केवल 
वर्गमूल कहेंगे । 


हम उपपत्ति दिए बिना यह कथन देते हैं कि किसी परिमेय संख्या का वर्ग 
: मुल उसके अंश का वर्गमूल भाग (0००१ ७४) उसके हर का वर्गम्नल के 
समान है। ्ि पे 
हम कुछ उदाहरण लेते हैं । ह 
उदाहरण : तिस्त में से प्रत्येक का वर्गयूल ज्ञात कीजिए : 
25 369 2544 42025 
(क) बुह्ु (ब) इक 0) पकूढ (४) हल्ला 
(क) 23 ४25 5725 5 


दायर 3 ++>जञजा- य ७त>4>-+-_>...ु_ल_.ल.क्‍.0क्‍. ..0 >> 
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हम देखते हैं कि हमने 425 तथा ४/36 ज्ञात करने के लिए गुणनखण्ड 
विधि का प्रयोग किया है। 
37 
774] 4/369 आउछ 7 
(४) कहा चरेकिका... 039 
37 67] 469 


न्ज्ठ्ू »7| 469 





+2]| 424 
>]| 42] 


| 0 


हम देखते हैं कि हमने अंश और हर का वर्गमुल ज्ञात करने के लिए भाग 
की विधि का प्रयोग किया है। 


५ उस ५ाठ्झब 
(7) ॥/ जछूठ 5. कक 


पाठक को चाहिए कि वह 5/ठड्वव और९/5665 ज्ञात करने के लिए 
भाग की विधि का प्रयोग: करे.। - हमें' निम्न प्राप्त होता है 


५/ 2544 --]2 
तथा, १/ [3689 -- [[7 

कार, ह/ 2 _2 
इस श्रकार, ९ तृव॒कछूठ त्व॒त॒ 


96558 «/42७छ5 
(घ) ५/ ठ््छ 


फड्वहा 7 
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पुन: हम यह पाठक के लिए छोड़ रहे हैं कि वह ९/45025 और /5ड्हा 
ज्ञात करने के लिए भाग की विधि का प्रयोग करे । 


१/42023-.205 
१/9उबहा-- 309 
4285. 205 
की नस ग्ह्य 559 
प्रदनावली 9,2 
मिम्न में से प्रत्येक परिमेय संख्या का वर्ग ज्ञात कीजिए : 
4] -+06 
5 पते 2. “उठा 
42]8 000[ 
3. वह 4. जगा 
--2]2 
ठ529 
निस्त में से प्रत्येक का वर्गमूल ज्ञात क्रोजिए : 
हैं हि 7. 20 _ / ७ 69_ 
/ 8  [ठा '. 989 
..00 [दव 529 
9. पृक्क 00. ऋछ 5# कह 
676 0609 ]529 
72. 089 का [086 हक करा 
069209 4368] 36900 
43%: 60 76. अआाक्क 7? नहा 
32489 0404 900600 
8. उह5255 ४ 603799 हि 9597 


वर्ग और वर्गमूल 355 


9.6 ऐतिहासिक दृष्टिकोण 


संख्याओं के वर्गमूल ज्ञात करने की भाग की विधि, शायद कुछ भिन्‍्त 
रूप में, यूतानवासियों को ज्ञात थी। अरब और हिन्दू भी इस विधि का प्रयोग 
करते थे। यह विधि, जैसा कि आज हम प्रयोग करते हैं, सर्वप्रथम इटली के 
गणितज्ञ पीढ़ो ऐन्टोनियो केटाल्डी ((552--626 ई०) द्वारा प्रयुक्त की गई 
थी | उसके बाद के लेखकों ने दी गई संख्याओं के अंकों के जोड़े बनाने में बिन्दुओं 
(008), कोलन (०0078) तथा सीधी खड़ी रेखाओं (एथ0८० 998) का 
प्रयोग किया । अधिकतर पूर्व कालीन लेखकों ने इस विधि की व्याख्या अथवा 
न्यायौचित्य दिए बिना इसके नियम प्रदान किए हैं । 


| कक ० आपकी | संकल्पनाएँ 
वर्ग 


है भाग की विधि 
वर्गमूल 


एकक #&& 
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इस एकक में हम सीखेंगे कि एक तल में दिए हुए किसी बिन्दु के 
निर्देशांकों को किस प्रकार निर्धारित करते हैं। विकल्पतः यदि किसी बिल्‍्दु 
के निर्देशांक दिए हों तो हम सीखेंगे कि एक तल में उसे किस प्रकार 
आलेखित ([/0/ किया जाता है। 


20,! भूमिका । 

हम यह पहले ही सीख चुके हैं कि पृर्णाकों और परिमेय सेंड्याओं को संख्या 
रेखा पर कैसे निरूपित किया जाता. है। अब हम सीखेंगे कि एक तल में किसी 
बिन्दू की स्थिति कंसे निर्धारित की जाती है। परन्तु आइए पहले निम्न स्थितियों 
पर विचार करें : 

आप सितेमा देखने के लिए एक टिकट खरीदते हैं। खिड़की पर बंठा हुआ 
व्यक्ति अपने सम्मुख एक चार्ट रखता है । वह आपकी टिकट पर 73, 024, 
इत्यादि सेआपकी सीट संख्या को अंकित करता है। ९, 0), इत्यादि पंक्तियों 
के अक्षर हैं तथा 3, 24, इत्यादि प्रत्येक पंक्ति में कुसियों पर संख्याएँ हैं। (देखिए 
आकृति 20.)। इस प्रकार आपकी सीट किसी विशेष पंक्ति में कोई विशेष 
कुर्सी है। हम देखते हैं कि अपनी सीठ निर्धारित करने के लिए आपको अपनी 
पंक्ति के अक्षर और कुर्सी की संख्या दोनों की ही आवश्यकता है। 

अब भारत के किसी मानचित्न को देखिए । आप किसी नगर की स्थिति कैसे 
निर्धारित करते हैं | किसी नगर की स्थिति उसके अक्षांश (40706) और 
रेबांश ((00!0006) द्वारा निर्धारित की जाती है। उद्दाहरणार्थ, दिल्‍ली का 
। कई 29? उ० है और इसका रेखांश 77" पृ० है। बम्बई के अक्षांश और रेखांश 
क्या हैं? | 
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आकृति 20. 


हम पुनः देखते हैं कि मानचित्र में किसी तगर (स्थान) की स्थिति निर्धारितः - 
करने के लिए हमें उसके अक्षांश और रेखांश दोनों की आवश्यकता पड़ती है। 

अगले अनुच्छेद में हम यह सीखेंगे कि एक तल में किसी बिन्दु की स्थिति 
कैसे निर्धारित की जाती है । । 
20.2 सपम्रकोणिक निर्देशांक 

हम पृष्ठ के तल में दो संख्या रेखाएँ ४0% और ४0५ खींचते हैं जो 
बिन्दु 0 पर ॒ परस्पर लम्ब हैं, जैसा कि आक्ृति 20.2 में दिखाया गया है।. 
रेखा 2075 को "-अक्ष (४-55) तथा रेखा ४'0ए को 5-अक्ष (ए-थह्धांड) 
कहा जाता है | उनका प्रतिच्छेद बिन्दु 0 मूलबिन्दु (००४॥) कहलाता है । 
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#%05% को क्षेतन (॥0ा- 

2079) और ४0४ को मर 

ऊर््वाधिर (ए०६08]) लेने की 

प्रथा है। यदि हम आकृति 

को अपने सम्मुख ऊर्ध्वाधर 

दिशा में थाम कर रखें तो थे 

रेखाएँ ऐसी ही दिखाई पड़ेगी।.. 
आपको याद होगा कि ः 

क्षेत्रिज संडपघा रेखा पर धना- 

त्मक संख्याओं को 0 की दाई 

ओर तथा ऋणात्सक संख्याओं 

को (0).की बाई ओर अंकित 

किया जाता है। ऊर्ध्वाधर संख्या 

रेखा के लिए हम धनात्मक 

संख्याओं को 0 से (५ की आकृति 20.2 


ओर) ऊंपर-की दिशा में तथा ऋणात्मक संख्याओं को () से (५४ की ओर) नीचे 
की दिशा में अंकित करते हैं। दोनों अक्षों में से प्रत्येक की धनात्मक दिशा तीर 
के निशात से दर्शाई गई है । 

दोनों अक्ष तल को चार भागों (क्षेत्रों) में विभाजित करते हैं। प्रत्येक भाग 
को एक चतुर्थाश ((४४०४४४) कहा जाता-है.) चतुर्थाशों को (वामावतें दिशा 
में) ।, वा, वा, अंकिज्-नकिया-जाता है, जेसो कि आकृति 20.2 में दिखाया 
गया है। क्योंकि अक्ष परस्पर लम्ब (समकोण पर) हैं अतः हम उन्हें समकोणिक 
निर्दशांक अक्ष (एटॉश्राएप्रोत्वा, 0००0॥96० 85४९5) अथवा केवल निर्वेशांक 
अक्ष (०००० ३४९४) कहते हैं।अब तल निर्देशांक तल (0०ए पंत॥श/8 
ए|90९) कहलाता है । ह ; 

आइए अब निर्देशांक तल में कोई बिन्दु ? लें। (देखिए आक्ृति 20.3) 
अक्षों &“0४ तथा ४0९ के सापेक्ष हम इसकी स्थिति किस प्रकार निर्धारित 
करते हैं ? हम >-अक्ष के अनुदिश (या ह-अक्ष के समान्तर किसी रेखा के 
अनुदिश) 0 की दाई ओर या बाईं ओर ही चल सकते हैं अथवा ५-अक्ष के 
अनुदिश (या 9-अक्ष के समान्तर किसी रेखा के अनुदिश) 0 से ऊपर की ओर 
या नीचे की ओर ही चल सकते हैं (क्यों ?) 







प्र्ज 
_८० + 0० 





3 


$ डर हु 
प्झ + ८०७ 6 2-+ [७] न्‍्+ 
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जन | 


आकृति 20,3 


हम ? से £-अक्ष पर ?४ लम्ब खींचते हैं तथा ए-अक्ष पर ? से एक अन्य 
लम्ब एप खींचते हैं । हम देखते हैं कि '/, ऋ-अक्ष पर संख्या 4 को तिरूपित 
करता है । इसी प्रकार [५, ए-अक्ष पर संख्या 3 को निरूपित करता है। अतः, 
यदि हम #-अक्ष के अनुदिश 0 से दाईं ओर 4 मात्रक (छ॥0$) दूरी चलें और फिर 
>-अक्ष के समांतर एक रेखा के अनुदिश ऊपर की ओर 3 मात्रक दूरी चले तो 
हम बिन्दु ? पर पहुँच जाते हैं। विकल्पत:, यदि हम ५-अक्ष के अनुदिश 0 -से 
ऊपर की ओर 3 मात्रक दूरी चलें और फिर £-अक्ष के समान्तर एक रेखा के 
अनुदिश दाईं ओर 4 मात्रक दूरी चलें तो हम पुनः बिन्दु ? पर पहुँच जाते हैं । 

4 बिन्दु 9 का ऋ-निर्देशांक (४-००ण तांत०) अथवा भुज (2050५६७) 
कहलाता है ।3 बिन्दु ? का ए-निर्दशांक (ए-००००08/९) अथवा कोटि 
(009886) कहलाता है । 

इस प्रकार किसी बिन्दु ? का ह-निर्देशांक चह संख्या है जो बिन्दु ? से -अक्ष 
पर लम्ब के पाद (00[.) द्वारा निरूपित है। इसी प्रकार, उस बिन्दु ? का 
#-निर्देशांक वह संख्या है जो बिन्दु ? से #-अक्ष पर लम्ब के पाद द्वारा निरूषित 
है। ये दोनों मिलकर बिन्दु ऐ के (सप्तकोणिक) निर्देशांक कहलाते हैं । 
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. प्रथा यह है कि पहले किसी बिन्दु के #-तिर्देशांक और फिर उसके ४-निर्दे- 
शांक को लिखा जाता है । हम बिन्दु ए के निर्देशांक को (£-निर्देशांक, ;-निर्देशांक) 
के रूप में लिखते हैं । के 2 हे 
आक्वति 20.3 में हम ? के निर्देशांकों को किस प्रकार लिखते हैं ? हम इन 
९? (4,3) लिखते हैं । ह 
हम देखते हैं कि पहले 
चतुर्थाश (!) में किसी बिन्दु 
के लिए उसके ४-निर्देशांक 
और $-निर्देशांक दोनों ही 
धनात्मक होते हैं। 

. दूसरे, चतुर्थाश (7) में 
किसी. बिन्दु के लिए उसका 
४-निर्देशांक ऋणात्मक होता. 
है, जबकि ,५-निर्देशांक 
धनात्मक होता है । 

: तीसरे चतुर्थाश तत) में 
किसी बिन्दु के लिए उसके ह- 
निदर्शाकय और 9-निर्देशांक 
दोनों ही ऋणात्मक होते हैं । आकृति 20.4 

* अंत में, चौथे चतुर्थाश (५) में किसी बिर्दु के लिए उसका #-निर्देशांक 
धनात्मक होता है जबकि ,-निर्देशांक ऋणात्मक होता है । 

यह तथ्य आकृति, 20.4 में, दर्शाया' गया है । ह 

मूलबिन्दु के निर्देशांक कया हैं ? हम देखते हैं कि इसके ऋ-निर्देशांकः और 
५-निर्देशांक दोनों ही शून्य हैं। हम इसे 0 (0, 0) लिखते हैं। 

उदाहरण : आक्ृति 20.5 में बिन्दूओं ?, 0, और 8 के निर्देशांक निर्धारित 
कीजिए। ह | के 

हल : ? के निर्देशांकों को निर्धारित करने के लिए हम ? से 004 और एप 
लम्ब खींचते हैं जैसा कि आकृति 20.5 में दिखाया गया है | तब ?,(0/,)7) है। 

_हम, देखते हैं कि 0)(-2 और ४7०--0/२--6 है । इस प्रक्रार, ? के 
निर्देशांक (2, 6) हैं। | ड 

: इसी प्रकार, ह के 'तिर्देशांक (-4, 3), $ के निर्देशांक (+2,--2) और - 
(0 के तिरदेशाक (0,--!) हैं। ; | 
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पा थि345678 
७9 रे 


आकृति 20.5 


20.3 बिंदुओं का आलेखन ८ न पक 

अब हम सीखेंगे कि एक बिंदू को जिसके निर्देशांक दिए हैं कैसे आलेखित 
किया जाता है । दूसरे शब्दों में, हम यह सीखेंगे कि तल में एक बिंदु उदाहरणार्थ 
४ को कैसे प्राप्त किया जाए जिसके निर्देशांक दिए गए हैं । 

आइए एक बिंदु को आलेखित (900) करें जिसके निर्दशांक (--3,2) हों । 
मान लीजिए वौछित बिन्दु / है। 

हम दोनों निर्देशांक अक्ष 
खींचतें हैं जेसा कि आकृति 20.6 
में, दिखाया गया हैं। क्या आप 
अनुमान लगा सकते हैं कि & किस 
चतुर्थाश में स्थित होगा ? हम 
से आरम्भ करते हैं और >5-अक्ष 
पर 0 की बाईं ओर 3 मात्रक 
' दूरी चलते हैं।हम एक बिन्दु 
उदाहरणारथ 8 पर पहुँचते हैं। छ जा 
से हम ए-अक्ष के समांतर एक्‌ रेखा आकृति 20.6 
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के अनुदिश 0 से ऊपर की ओर 2 मात्रक दूरी चलते हैं। इस प्रकार हम जिस 
बिन्दु पर पहुँचते हैं वह वाँछित बिन्दु 8(-3, 2) है । 
उदाहरण : निम्न' बिन्दुओं को आलेखित कीजिए : 


# (, 3), 38 (0, --4), ०९(-2, -3), 9 ([ डा 0) तथा 5 (ज् हु 4) 


हल : वांछित बिन्दु नीचे आकृति 20.7 में दर्शाएं गए हैं : 


९ चुत 
->6-5-5-वथै 





आक्वति 20.7 


20.4 ऐतिहासिक दृष्टिकोण 


. निर्देशांकों की धारणा काफी पुरानी है। ऐसा विश्वास किया जाता है कि 
प्राचीन मिखवासी भी इनका प्रयोग किया करते थे । परन्तु निर्देशांकों के.व्यव- 
स्थित विकास का उद्भव कुछ समय पहले ही हुआ है । इसका श्रेय दो फ्राँसीसी 
गणितज्ञों रेने दकाते (596-650 ई०) और पियरे डि फर्मट (60-665 ई०) 
को जाता है | ऊपर की भांति दिखाए गए किसी बिन्दु के निर्देशांकों को दकारत॑ के 
सम्मान में कार्टेज्ञियन निर्देशांक (('क्रा(€्यंक्षा 0०००४) भी कहा जाता है। 
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प्रश्शावली 20,] 
. तल का वह चतुर्थाश बताइए जिसमें निम्न बिन्दुओं में मे प्रत्येक स्थित है: 
$(-3, 2), 8 (5-6 ), ० (-, -), 0 (7,-3), 8 (5, 5) 


2, आकृति 20.8 में दर्शाई गई प्रत्येक आकृति के सभी कोनों के निर्देशांक 
लिखिए। 
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44, 


. पिम्त बिन्दुओं को आलेखित्‌ कीजिए : 


(0, 0, (0-3), (+, ॥) (7 50, 0-2, (०22)... 
(-2, “2) (:-, 0) 


» निम्त बिन्दुओं को एक ही निर्देशांक तल में आलेखित कोजिए : 


ए? (6,-4), 0 (6, 4), १ (--6, 4), और $ (-6, --4) | ? और 
0, 0 और 7२, ।१और $, तथा $ और ? को मिलाइए । आप कंसी 
आक्षत्ति प्राप्त करते हैं ? । 


« & (-2, “0), 3 (0,0) और ८ (, 3) को आलेखित कीजिए । 


& और छ तथा 8 और (! को मिलाइए । क्‍या 8, 3 और (८: एक ही 
रेखा पर स्थित हैं ? 


, ९ (5, 4), 0 (-3, 60) और ९ (4, --6) को आलेखित कोजिए । 


?0, 0४ और ९१ए को मिलाइए । आप क्या देखते हैं? . 


, कोई तीन ऐसे बिन्दु अलिखित कीजिए क्रि प्रत्येक का भुज उसकी कोटि 


से आधा हो । इन बिन्दुओं को दो-दो करके मिलाइए'। क्‍या वे घुलबिन्दु 
से होकर जाती हुई एक रेखा पर स्थित हैं ? 


« कोई दो ऐसे बिन्दु आलेखित कीजिए कि प्रत्येक की कोटि उसके भुज से एक 


कम हो । 


. बिर्दुओं (0, 2), (0, 5) और (0, 0] को आलेखित कीजिए । आप क्या 
0, 


देखते हैं ? हा 
बिन्दुओं ( “7५ 9), (2, 0) और ( » ) 0), की ' आलेखित कोजिए ॥ आप 
क्या देखते हैं ? गे हि आल ह 
निर्णय कीजिए कि निम्नलिखित कथनों में से कौन-सा कथन सत्य है और 
कौन-सा असत्य । सकारण उत्तर दीजिए। 

(क) 20308 निर्देशांक पद्धति में £-अक्ष और ए-अक्ष परस्पर लम्ब 
होते हैं । 

(ख) एक समकोणिक निर्देशांक तल में वह संख्या जो किसी बिन्दु से #-अक्ष 
पर लम्ब के पाद द्वारा निरूपित है उस बिन्दु का -निर्देशांक कह- 
लाती है। 

(ग) एक समकोणिक तिर्देशांक तल में वह संख्या जो किसी बिन्दु से 
9-अक्ष पर लस्ब के पाद द्वारा निरूपित है उस बिन्दु का ए-निर्देशांक 
कहलाती है । 
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(घ) यदि किसी बिन्दु का भुज और कोटि दोनों ही ऋणात्मक हैं तो वह 
बिन्दु पहले चतुर्थाश में स्थित होगा । 

(डः) वह बिन्दु जिसका भुज शून्य है, ए-अक्ष पर स्थित होगा। 

(च) वह बिन्दु जिसकी कोटि शून्य है, #-अक्ष पर स्थित होगा। 


बज संकल्पनाएँ 
#-अक्ष चतुर्थाश 
. -अक्ष ह-निर्देशांक (भुज) 


मूलबिन्दु »-निर्देशांक (कोटि) 
निर्देशांक अक्ष एक बिन्दु के निर्देशांक 
निर्देशांक तल 





एकक हा 


देनिक जीवन में गणित 


. इस एकक में हम लाभ और हानि, साधारण ब्याज, इत्यादि विषयों में 
अनपात और प्रतिशत के अनुप्रयोगों का अध्ययन जितना अब तक 
कर चुके हैं उससे कुछ उच्चतर स्तर पर करेंगे। हम इकाई को विधि 
तथा समय और काम, समय और दरी, इत्यादि की समस्याओं में उसके 
अनप्रयोगों का भी अध्ययन करंगे। 


2. पुतरावलोकन 


आपको अपनी पिछली कक्षाओं से अनुपात, प्रतिशत और उनके अनुप्रयोग 
पर एकक को दोहराना चाहिए। विशेष तौर पर आपको निम्नलिखित संकल्प- 





अनुपात--अनुपात के पद, सरलतम रूप में अनुपात 

समानुपात--समानुपात के पद, मध्य और सिरों के पद 

अनुक्रमानुपात--आनुपातिक स्थिरांक 

ब्युत्तमानुपात-आनुपातिक स्थिरांक 

प्रतिशत 

लाभ और हानि--क्रयमूल्य, विक्रय मूल, लाभ, हानि 

साधारण ब्याज-- सा ब्याज, मिश्रधन 

उपरोक्त संकल्पनाओं को समझाने के लिए हम जितना पिछली कक्षाओं में 
पढ़ चुके हैं उससे कुछ उच्च स्तर के कुछ उदाहरण आगे दे रहे हैं। 
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उदाहरण 4 : एक परिवार के तीन सदस्यों 8, 8 और ९ की मासिक 
आय 2: 3: 4 के अनुपात में है। यदि तीनों प्रति मास 972 रु० कमाते हों, तो 
प्रत्येक की मासिक आय निर्धारित कीजिए । 


. हल ; अनुपात 2: 3 : 4 का क्‍या अथे है ? इसका अर्थ यह है कि यदि 6, 
2 रु० कमाता है तो 8, 3 रु० तथा (!, 4 रु० कमाता है और तीनों (2--3--4) 
र० अर्थात्‌ 9 र० कमाते हैं । इस प्रकार & की 2 ₹० (9 में से) आय कुल आय 
का दो बटा नौ भाग है, 3 की 3 रु> (9 रु० में से) आय कुल आय का तीन 
बटा नौ भाग है और (! की 4 रू० (9 भें से) आय कुल आय का चार बटा नौ 
भाग है। 

अब तीनों मिलकर 972 ₹० कमाते हैं। इस प्रकार, 


& की सासिक आय >972-26 ० 


8 की मासिक आय॑>ठे >972--324 रु० 


( की मासिक आयरत-5-2 972--432 ० 
उदाहरण 2 : एक परीक्षा में मोहन द्वारा जेविकी और रसायन में प्राप्त 
किए गये अंकों का वही अनुपात है जो उसके द्वारा रसायन और भौतिकी में 
प्राप्त अंकों का है। उसने जेविकी में 48 और रसायन में 60 अंक प्राप्त किए | 
भौतिकी में मोहन के अंक ज्ञात कीजिए । 
हल : मान लीजिए कि मोहन ने भौतिकी में # अंक प्राप्त किए तब हमें 
दिया है कि 
जैविकी में अंक : रसायन में अंक--रसायन में अंक : भौतिको में अंक 
अर्थात्‌, 48 : 60--60 : # 
इस गुण का प्रयोग करते हुए कि एक समानुपात में सिरों ० पदों का 
गृुणनफल उसके मध्य पदों के गरणनफल के समान होता है, हमें निम्न प्राप्त 
होता है : 
48 # 5--60 ८ 60 
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इस श्रकार, 


दूसरे शब्दों में, मोहन ने भौतिकी में 75 अंक प्राप्त किए 

[पाठक को चाहिए कि वह यह जाँच करे कि 48 : 60-:60 : 75 है ।] 
उदाहरण 3 : एक व्यापारी 60 ₹० प्रति सेकडा के हिसाब से [440 गिलास 

खरीदता है। माल ले जाने में उसे 36 रु० की लागत आती है । परल्तु ले जाते 

समय 28 गिलास टूट जाते हैं । बह शेष गिलासों को 80 पें० प्रति गिलास के 

हिसाब से बेच देता है। उसका लाभ निर्धारित कीजिए । 
हल : एक गिलास का क्रय सूल्य"-60 पे० 


ः इस प्रकार, 440 गिलासों का क्रय मूल्य न +्064 रू 


इसमें हम माल ढोने की लागंत भी जोड़नी है। इस प्रकार, 
कुल क्रय मुल्य -+ (864 --36) रू०--9०00 रू० 
अब क्योंकि 28 गिलास टूट जाते हैं, अतः व्यापारी के पास बेचने के लिए 
]440-28 --42 गिलास शेष रहते हैं । 


42 ८ 80 
----7८..- रू०5-29, ० 
[66 रू०--29.60 रु 


जतः, लाभ +-विक्रय मूल्य --क्रय शल्य 
(29.60-- 900) रु० 
--229.60 रु० , 
दूसरे शब्दों में, व्यापारी. को 229.60 रु० का लाभ होंता हैः। 
[प्रतिशत के रूप में व्यापारी को 


 229.60 
900 
उदाहरण 4 ; एक किसान ट्रेक्टर खरीदने के लिए एक सहकारी बेंक से 
9% वाबिक दर पर धन उधार लेता है । दो वर्ष के अंत में वह मूलधन और 
3960 रु० ब्याज के रूप में लौठा देता है | किसान द्वारा उधार लिया गया 
घन ज्ञात कीजिए 





उसका विक्रय मूल्य ८ 


» 005-25.5% (लगभग) लाभ होता है। 








: यहाँ [-- ५५ | व्प्ज्ट 
हल : यहाँ 7--9%, | 66) (552 तथा --3960, 9 
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हम सूत्र 7--]9 का प्रयोग करते हैं और निम्न प्राप्त करते हैं : 


ही 9 
इस प्रकार, 
_3960»00 _ 
छ्च््छ्ख्ल 5 22000 
दूसरे शब्दों में, किसान ने बेंक से 22000 रु० उधार लिए थे । 
उदाहरण 5 : 2% वाषिक दर पर 6000 ₹० की राशि कितने समय के . 
लिए उधार दी जाए ताकि 620 रु० ब्याज के रूप में प्राप्त हों ? 


00 
पुनः सूत्र [--]9/ का प्रयोग करके हमें तिम्न प्राप्त होता है: 
पड [2 
6205-- 6000 »८ 66 खरा 
इस प्रकार, 
_.620_27_/7 
720 2 व 


: दूसरे शब्दों में, राशि थ्य वर्षों के लिये उधार दी जानी चाहिए । 


प्रन्‍ावली 2. 

(अनुपात पर) 

. सरेन्द्र को मासिक आय 750 रु० है। वह अपनी आय का चार बटा पच्चीस 
ह भाग किराये. पर और दो तिहाई भाग विविध मदों पर खर्चे कर देता है । 
उसकी किराये पर खर्च की गई राशि ज्ञात कीजिए | विविध मदों पर वह 
कितना खर्च क़रता है ? उसके किराये पर खर्च और त्रिविध मदों पर खर्चे 
का अनुपात भी ज्ञात कीजिए । - 
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बन 


, कमलेश एक निश्चित दर से चीनी पर प्रति मास 36 रु० ख्च करती है। 


यदि चीनी का मूल्य 6: 7 के अनुपात से बढ़ जाए तो चीनी की उतनी ही 
भात्रा खरीदने में कमलेश को कितनी राशि खच्चे करनी पड़ेगी ? 


» 30 मीटर चौड़े एक आयताकार खेत का क्षेत्रफल 080 वर्ग मीटर है । 


उसकी लम्बाई और चौड़ाई का अनुपात निर्धारित कीजिए । 
[संकेत : आयत का क्षेत्रफल--लम्बाई ८ चौड़ाई ] 


« 70 विद्याथियों की एक कक्षा में, विद्याथियों की संख्या का दसवाँ भाग 


एक मासिक परीक्षा में नहीं बेठा । शेष विद्यार्थियों में से 8 विद्यार्थी फेल' 
हुए और अन्य सब पास हुए । पास होने वाले तथा फेल होने वाले विद्यार्थियों 
का अनुपात ज्ञात कीजिए । 


. वर्ष के मांसों में से 30-दिन वाले मासों की संखया और 3-दिन वाले मासों 


की संख्या का अनुपात ज्ञात कीजिए । ही 
8000 २० की राशि ४, 8 और ( में ]: 3 : 4 के अनुपात में विभाजित 
की जानी है। प्रत्येक का भाग ज्ञात कीजिए । 


प्रन्‍तावली 2.2 
. (ससानुपात, अनुक्रमानुपात और व्युत्क्रमानुपात पर) 


. निम्नलिखित.में से प्रत्येक समानुपात में *' द्वारा,दर्शाए गये लुप्त पदों को 


ज्ञात कीजिए : 
(0) 5:40-- * : 6 
6) 9: 7-27: * 
(0) *: 3-22: 6 


(४) कप 

(ए) *: 7--6 : 28 
0 
3० 
6_64 
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« एक चिड़ियाघर में तोतों और चिड़ियों की संख्याओं का अनुपात वही है जो 
चिड़ियों और कबूतरों की संख्याओं का है । चिड़ियाघर में 40 चिड़ियाँ 
और 50 कबूतर हैं। तोतों की संख्या ज्ञात कीजिए । 


» दो भिन्‍न वरतुओं की छायाओं की लम्बाइयाँ उन वस्तुओं की ऊँचाइयों की 
समानुपाती हैं, जबकि लम्बाई और ऊँचाई एक साथ मापी जाती हैं। 


(क) एक खम्बे की ऊँचाई ज्ञात कीजिए जिसकी छाया 4 मीटर लम्बी है, 
जबकि उसी समय 2 मीटर लम्बे एक आदमी की छाया .6 मीटर है । 


(ख) एक 9 मीटर ऊँचे पोल की छाया 6 मीटर है। 30 मीटर ऊंची एक 
मीतार की छाया की लम्बाई निर्धारित कीजिए । 


. रोहित -- सें० मी० लम्बे और -- सें० मी० चौड़े एक नेगेटिव से 2-- सें० 
मी० चौड़ा एक फोटो बनाना चाहता है । फ़ोटो की लम्बाई क्या होगी ? 


, यदि एक अमरीकन डालर 8 भारतीय रुपयों के बराबर हो ..तो मोहन को 
500 रु० के बदले कितने अमरीकन डालर प्राप्त होंगे ? 


[मान लीजिए कि विनिमय दर (7866 0 ७#टाधा826) में कमीशन की राशि 
सम्मिलित है।] 


«» एक घड़ी प्रति दिन 6 मिनट पीछे हो जाती है। वह 60 घन्टों में कितनी 
पीछे हो जाएगी ? 


; 5, 9 के अनुक्रमानुपाती है. और जब ४" है तो £--8 है । जब' 


ए--+ हो तो 5 ज्ञात कीजिए। साथ ही, जब £-*42 हो तो ए ज्ञात 
कीजिए 


, 5, 9-2 के अनुक्रमानुपाती है। जब ५-7 और 2----] है तो #-+--4 
है । जब £--2 और 25-24 हो तो 9 ज्ञात कीजिए 
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४, ४ के व्युत्कमानुपाती है। जब ४--- हैं तो 5 है । निम्न 
ज्ञात कीजिए : 

हु --ह 
() 5, जब ४८ न 
(7) ए, जब ह"--+3 
गुरुत्वाकर्षण के अन्तर्गत मुक्त रूप से विश्वाम से गिरती हुई एक वस्तु द्वारा 
चली दूरी 8” बीते हुए समय ५? के वर्ग के अनुक्रमानुपाती है। जब ६->2 
है तो 5--9.6 है। निम्न निर्धारित कीजिए 

(0). आनुपातिक स्थिरांक, 
_[) $; जब ६--4 है 
(7) ४, जब $->]22.5 है (४पान दीजिए कि ४ के ऋणात्मक मान का कोई 

अर्थ नहीं है ।) ह 


प्रदनावली 24.3 
(प्रतिशत पर) 


« हरि ने एक परीक्षा में 200 अंक प्राप्त किए यदि उसने कुल अंकों के 


80% अंक प्राप्त किए हों तो परीक्षा के कुल अंक ज्ञात कीजिए 


« (क) 20, 200 का क्‍या प्रतिशत है ? 


(खि) 200 का 0.5% कया है ? 
(ग) 00 किस संख्या का 0% है? 
कौनसी साख्या/0७ स्ने 3006 अधिक: है 7१ 


» कौन-सी संख्या 80 से 60% कम है? ह 
. किसी वर्ष में एक छोटे शहर की जनसंख्या 0000 से बढ़कर 0300 हो 


गई। प्रतिशत वद्धि ज्ञात कीजिए 


, 2 मी० लम्बा कपड़ा धोने पर 0% सुकड़ जाता है। धोने के बाद कपड़े 


की लम्बाई क्या रह जाएगी ? 
किस संख्या का 70% , 49 है ? 


प्रझनावली 2.4 
(लाभ और हानि पर) 


. रमेश ने !20 संतरे 40 पे० प्रति संतरे की दर से खरीदे । उसने 60% 
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संतरे 50 पै० प्रति संतरे के दर से और शेष संतरे 40 पै० प्रति संतरे के 
दर से बेचे । उसका कुल लाभ ज्ञात कीजिए । इसे प्रतिशत के रूप में भी 
व्यक्त कीजिए । । 

« एक व्यापारी ने 450 रु० में एक सिलाई की मशीन खरीदी | यदि वह इस 
पर 4% लाभ कमाना चाहे तो उसका विक्रय मुल्य ज्ञात कीजिए । 

» एक व्यक्ति ने 500 रु० प्रति घोड़े के हिसाब से 2 घोड़े खरीदे । उसने एक 
घोड़ा 5% लाभ पर बेच दिया। परन्तु दूसरा घोड़ा बीमार हो गया और 
उसे वह घोड़ा हाति पर बेचना पड़ा | यदि पूरे सौदे पर उसे कुल 45 रू० 
की हानि हुई हो तो बीमार घोड़े का विक्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 

[संकेत : दोतों घोड़ों का क्रय मूल्य -- [000 र० और दोनों घोड़ों का विक्रय 
मूल्य --955 रू० (क्यों ?)] 

« रहीम ने अपनी कार 6% हानि पर बेची । यदि उसे 2!00 रु० की हानि 
हुईं हो तो कार का क्रय मूल्य ज्ञात कीजिए । 

» एक फेरीवाले ने 2 रु० प्रति सकड़ा के हिसाब से 720 केले खरीदे | 0% 
केले सड़े हुए निकले, अत: वे 5 र० प्रति सैकड़ा के हिसाब से बेचते पड़े । 
उसने शेष केले 5 रु० प्रति सेकड़ा के हिसाब से बेचे । उसका प्रतिशत 
लाभ ज्ञात कीजिए । 

« एक किसान ने एक भेंस 2200 र० में और एक गाय 900 र० में खरीदी। 
उसने भेंस 5% हानि पर बेच दी परन्तु गाय बेचने में उसने ।0% लाभ 
कमाया । उसका कुल लाभ या हाति ज्ञात कीजिए । 

« एक रेडियो को 66 रू० में बेचने से महेन्द्र को ।2%, लाभ होता है। उसका 
क्रय मूल्य और लाभ ज्ञात कोजिए । 

« योगेश ने एक प्लाट 20% लाभ पर धर्मेन्द्र को बेचा । धर्मेन्द्र ने उसे 0%, 
लाभ पर अशरफ़ को बेच दिया । यदि अशरफ़ को प्लाट के लिए 33000 
रु० देने पड़े तो योगेश को इसके लिए क्या देना पड़ा ? 


प्रदनावली 2.5 
(साधारण ब्याज पर) 


- इजहार ने 7%बापिक दर पर ]400 रु० उधार लिए | वाषिक ब्याज और 
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4 वर्ष के अंत में लौटाई गईं कुल्न राशि निर्धारित कीजिए । 


2. शीला ने 650 रू० साधारण ब्याज पर उधार लिए और 3 वर्ष के अंत में 
4947 ₹० लौदाए। ब्याज की वाधिक दर निर्धारित कीजिए । 


3 वह धन राशि ज्ञात कीजिए जिस पर 8% वारषिक दर से 4 वर्ष में 640 रु० 
ब्याज प्राप्त होगा | 


4. मुझे किस वाधिक दर पर 2500 रु० उधार देने चाहिए कि 2 वर्ष में 2950 
र₹० वापिस मिलें ? 


$. कितने समय में 9% वाधिक दर से 3600 ₹०, 4086 रु० हो जायेंगे ? 


6. बेंक में जमा की गई धनराशि साधारण ब्याज पर 0 वर्षों में दूभुनी हो 
' ' “जाती है। ब्याज की वाषिक दर निर्धारित कीजिए 


7. साधारण ब्याज की वह वाधषिक दर निर्धारित कीजिए जिस पर 4 वर्षों में 
462.50 रु०, 755 ० हो जायेंगे । 


8. 600 २०, 5% वाषिक दर से साधारण ब्याज पर जमा किए जाते हैं। कितने 
समय में यह राशि दुगुती हो जाएगी ? 


2,2 इकाई की विधि 
आइए निम्नलिखित उदाहरण पर विचार करें: 


उदाहरण  ; |2 मीटर कपड़े की लागत 5 रु० है। 20 मीटर कपड़े की 
लागत निर्धारित कीजिए । ह 


हल : क्योंकि 2 मीटर कपड़े की लागत--5] रु० है, 


अतः, | मीठर कपड़े की लागत --प>6० 


इस प्रकार, 20 मीटर कपड़े की लागत प2 ् 20)6० नञ्ड5 र० 


हमें [2 मीटर कपड़े की लागत दी गई थी | हमने | मीटर कपड़े की लागत 
ज्ञात की और इससे 20 मीटर कपड़े की लागत निर्धारित की । यह विधि इकाई 


को विधि (706 एपां्राए शिशी०१) कहलाती है क्योंकि इसमें हम पहले । 
इकाई का मूल्य (लागत) ज्ञात करते हैं। 
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हम कुछ और उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण 2 : एक पुस्तक विक्रेता ने एक पुस्तक की 20 प्रतियाँ 89 ₹० में 
खरीदीं । प्रति पुस्तक लागत क्‍या है ? 36 प्रतियों की लागत भी ज्ञात कीजिए । 

हल : क्‍योंकि 20 प्रतियों की लागत--89 ० है; 


अतः, 4 प्रति की लागत-दतत रु०--4.4 रु० 


इस प्रकार, 36 प्रतियों की लागत [90] ८ 36) र० 


+60.20 ₹० 

हे अतः प्रति पुस्तक लागत 4.45 रु० और 36 प्रतियों की लागत 60. 20 रु० 
। ह 

उदाहरण 3: 65 कि० मी०/घंटा की समान गति से चलती हुई एक कार 
एक निश्चित दूरी को 8 घंटे में तय करती है। यदि कार की गति घटा कर 
52 कि० मी०/घंटा कर दी जाए तो उतनी ही दूरी वापिस आने में उसे कितना 
समय लगेगा ? 

हल : 65 कि० मी ०/घंटा की गति से कुल समय लगता है-8 घंटे 





अतः, | कि० मी०/घंटा की गति से समय लगेंगा--8 ८65 घंटे 
इस प्रकार, 52 कि० मी०/घंटा की गति से समय लगेंगारू 8 तप घंटे 
--0 घंटे 


.. अतः, 52 कि० मी०/घंटा की यति से कार वापिसी की यात्रा 0 घंटे में तय 
करेगी । 

समानुपात के अनेक प्रश्नों को इकाई की विधि से हल करना सम्भव है | हम 
नीचे कुछ उदाहरण दे रहे हैं।. 

उदाहरण 4: यदि एक अमरीकन डालर 8 भारतीय रुपयों के बराबर हो 
तो, यह मानते हुए कि विनिमय दर में कमीशन की राशि सम्मिलित है, मोहन 
को 500 रु० के बदले कितने अमरीकन डालर प्राप्त होंगे ? [प्रश्वावली 2.2 
का प्रश्न 5 भी देखिए । | 
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हुल : क्योंकि, 8 रु०55। अमरीकन डालर 
अतः, ] ० >मू-अमरीकन डालर 


इस प्रकार, 500 ०८८ ये >» 4500--87.50 अमरीकत डालर 
दूसरे शब्दों में, मोहन को 500 र० के बदले 867.50 अमरीकन डालर प्राप्त 
होंगे । ह । 

उदाहरण 5 : किसी वर्ष में एक छोटे शहर की जनसंख्या 0000 से बढ़कर 
0300 हो गई । प्रतिशत वृद्धि ज्ञात कीजिए ।[ प्रश्नावली 2.3 का प्रश्न 5 भी 
देखिए।] . ा 
' “हल + 'वद्धि--0300-- [0000--300 

0000 की जनसंख्या के लिए वृद्धि --300 


न्‍ [ ख्ध ड्य्डि 200 म्प्प 3 
अतः की जनसंख्या के लिए वृद्धि ए अहं 


तथा, 00 की जनसंख्या के लिए वृद्धि न्नृत >< 00--3 
दूसरे शब्दों में, जनसंख्या में 3% की वृद्धि हुई । 


4. एक कार 20 लीटर पेट्रोल से 80 कि० मी० की दूरी तय करती है। 32 
लीटर पेट्रोल से वह कितनी दूरी तय करेगी ? 

2. अंजु ने किसी परीक्षा में' 75 में से 45 अंक प्राप्त किए। उसने कितने प्रतिशत 
अंक प्राप्त किए ? 

3, एक स्कूटर 60 कि० मी० दूरी तय करने में कुल पैट्रोल का तीन बटा साथ 
भाग व्यय करता है। शेष पेट्रोल से वह कितती दूरी तय करेगा ? 

4. एक राज [5 सें०मी० मोटी दीवार को 6 घंटे में बना सकता है। 0 सें०मी ० 
मोदी दीवार को वनाने में उसे कितना समय लगेगा, यदि यह मान लिया 
जाए कि दीवार की लम्बाई, ऊँचाई, इत्यादि वही रहती हैं? 
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3. एक दुकानदार 5000 ० की बिक्नी पर 350 रु० बिक्री कर के रूप में अदा 
करता है। यदि उसका बिक्री कर 435.055० हो तो उसकी बिक्री ज्ञात 
कीजिए 

6, 56 कि० मी०/घंटा की समान गति से चलती हुई एक रेलगाड़ी एक निश्चित 


दूरी को यू घंटे में तय करती है। यदि रेलगाड़ी की वापिसी यात्रा में 


7 घंटे लगते हैं तो उसकी गति ज्ञात कीजिए । 
7. एक किसान अपने खेत का दो बटा पाँच भाग 4 दिन में जोत सकता है। 
उसे प्रा खेत जोतने में कितना समय लगेगा ? 
8. थदि एक जायदाद के तीन बटा आठ भाग का मुल्य 2693 रु० है तो पूरी 
जायदाद का मूल्य निर्धारित कीजिए 
2.3 समय और काम, समय और दरी 
समय ओर काम तथा समय और द्री के प्रश्नों में इकाई की विधि का 
रूचिपूर्ण अनुप्रयोग किया जा सकता है। हम मान लेते हैं कि यदि एक व्यक्ति 
एक कार्य को, उदाहरणा्थ, 0 दिन में समाप्त कर सकता है तो वह उस कार्य 
के दसवें भाग को] दित में करेगा । विलोमतः यदि वहू एक कार्य के दसवें भाग 
को | दिन में करता है तो वह पूर कांय को 0 दिन में ससाप्त करगा। 
हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण 4 : एक मजदूर 39 मी० लम्बी एक खाई को 6 दिन में खोदता 
है। यह मानते हुए कि खाई की चौड़ाई और गहराई वही रहती हैं, वह 0 
दिन में कितनी लम्बी खाई खोदेगा ? 
. हल: 6 दिन में मजदूर खोदता है-39 मी० 


अतः दिन में वह खोदेगा >>2 मी० 
तथा, 0 दिन में वह खोदेगा उ+ हर ]0-65 मी० 
रे शब्दों में, मजदूर 0 दिन में 65 मो० लम्बी खाई खोदेगा । 
उद्धहरण 2: & एक कार्य को 0 दिन में कर सकता है जबकि फ उसी 


कार्य को 45 दिन में कर सकता है। यदि दोनों मिलकर कार्य करे तो उस कार्य 
को समाप्त करने में उन्हें कितना समय लगेगा ? 
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हल : क्योंकि &, 0 दिन में कार्य समाप्त कर सकता है, 


अतः & का एक दिन का कार्य + की 


इसी प्रकार, 8 का एक दिन का कारये 
| 


! आायाहा 
3 मत हुआ ।$ आक 


अतः & और 98 का एक दिन का संयुक्त कार्य 5 /<+ पद 


6 
अब, क्योंकि 4 और 8 एक दिन में -.- कार्य को कर सकते हैं, अतः स्पष्ट 


है! कि कार्य समाप्त करने में उन्हें 6 दिन लगेंगे । 

उदाहरण 3: 5 व्यक्ति एक कुएँ को 2 दिन में खोद सकते हैं। 2 
व्यक्ति उस कुएँ को कितने दिन में खोदेंगे ? 

हल : क्योंकि 5 व्यक्ति कुएँ को 2 दिन में खोद सकते हैं 

अतः । व्यक्ति उसे खोदेगा--2 +८ 55-60 दिल में 


अतः, 2 व्यक्ति खोदेंगें-- 226 ...5 दिन में 


दूसरे शब्दों में, 2 व्यक्ति कुएँ को 5 दिल में खोदेंगे । 


उदाहरण 4 : ४ एक कार्य को 3 दिन में कर सकता है। 8 उसी कार्य को 
6 दिन में और ८, 0 दिन में कर सकता है । 4 ने कार्य आरम्भ किया प्रन्तुं 
2 दिन पश्चात्‌ उसे कार्य, को छोड़ना पड़ा। 3 और ८ दोनों को शेष कार्य 
समाप्त करने में कितना समय लगेगा ? ह 

हल : क्योंकि ४, 3 दिन में कार्य समाप्त कर सकता है, 

अतः 4 का एक दिन का कार्येद< चत 

तथा उसका 2 दिन का कार्य. .८2-- 
इस प्रकार, शेष काये -- चने 
अब, 9 उस कार्य को 6 दिन में कर सकता है ! 


अतः, 3 का एक दिन का कार्य 


(3 
५ 
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और ( उस कार्य को 0 दिन में कर सकता है । 


अतः, (5 का एक दिन का कार्य नह 


इस प्रकार, 39 और (! का एक दिन का संयुक्त कार्य हु ही तन; 
4 


अर्थात्‌ 8 और ( मिलकर कुल कार्य का पृद्ठ भाग एक दिन में कर सकते 
हैं। 
अतः वे दोनों पूरे कार्य को हि दिन में कर सकते हैं । 


न 


परन्तु शष कार्य -- नव 
आय की 85 कत्ल 

इस प्रकार, 8 और (? शेष कार्य को कप अर ] का दित में कर 
सकते हैं । 

उदाहरण 5: एक व्यक्ति 40 कि० मी० / घंटा की समान गति से चलती' 
-हुई पेंसेजर गाड़ी से यात्रा करने की अपेक्षा 60 कि० मी० / घंटा की समान गति 
से चलती हुई एक्सप्रेस गाड़ी से 220 कि० मी० की दूरी तय करने में कितना 
समय बचाएगा ? 

हल :; एक्सप्रं स गाड़ी से, ह 

. 60 कि० मी० की यात्रा करने में समय लगता है-- घंटा 


अतः  कि० मी० की यात्रा करने में समय लगेगा -- कष घंटे 


तथा 220 कि० मी० की यात्रा करने में समय लगेगा र८- | (८220-- [[ 


ढ्छ वु घंदे 


पैसेंजर गाड़ी से, 
220 कि० मी० की यात्रा करने में समय लगेगा कु ५ 220-- जे घंटे 


इस प्रकार, समय की बचत कहा बुत हं +] घंटा 50 मिनट 
दूसरे शब्दों में, एक्सप्रेस गाड़ी से यात्रा करने में वह व्यक्ति ! घंटा 50 


मिनट बचाएगा | 
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प्रश्नावली 2.7 


» एक आदमी एक कार्य को 7 दिन में कर सकता है। उसी काये को समाप्त 


करने में 9 आदमियों को कितना समय लगेगा ? 


, एक पुरुष एक कार्य को 3 घंटे में कर सकता है और एक स्त्री उसी कार्ये 


को 4 घंटे में कर सकती है। यदि दोनों मिलकर उस कार्य को करें तो 
उन्हें कितना समय लगेगा ? 


, 8 घंटे प्रतिदिन कार्य करके एक राज एक दीवार को 7 दिन में बना सकता 


:/ है | यदि उसे 6 घंटे प्रतिदिन कार्य करने के लिए कहा जाए तो वह उस 


दीवार को कितने दिन में बना पाएगा ? 


, /. एक कार्य को 2 दिन में समाप्त कर सकता है जबकि / और ४ मिल- 


कर उसी कार्य को 4 दिन में समाप्त कर सकते हैं। उस कार्य को समाप्त 
करने में अकेला 8 कितने दिन लगाएगा ? 


. यदि 35 व्यक्ति एक कार्य को 6 दिन में कर सकते हैं तो !5 व्यक्ति उस 


कार्य को कितने दिल में करंगे ? ह 


« 6 एक कार्य को 20 दिन में और 8 उसी कार्य को 30 दिन में कर सकता 


है । यदि ७ और 9 मिलकर उस कार्य को करें तो कार्य समाप्त करने में' 
उन्हें कितना समय लगेगा ? 


» & एक कार्य को 9 दिन में, 8 उस काये को 0 दिन में और (!, 5 दिन 


में कर सकता है । 8 और (: मिलकर कार्य आरम्भ करते हैं परन्तु 2 दित 


. के पर्चात्‌ उन्हें कार्य बन्द करने को कहा जाता है । शेष कार्य को समाप्त 


59, 


करने में... कोकितता. समय. लगेगा? ' 


» रनबीर 5 कि० मी०/घंटा की गति से और सुरेन्द्र ]2 कि० मी०/घंटा, की । 


गति से साइकिल चलाता है। दोनों प्रातः 8 बजे साइकिल चलाना आरम्भ 
करते हैं । दोपहर 2 बजे वे दोनों एक दूसरे से कितनी दूरी पर होंगे ? 

एक चोर जो 8 कि० मी० / घंटा की गति से दौड़ सकता है उस समय एक 
सिपाही से ।00 मीटर की दूरी पर है जबकि वह सिपाही उसका पीछा 
करना आरम्भ करता है। सिपाही 0 कि० मी०/धघंटा की गति से दौड़ 


सकता है। सिपाही चोर को पकड़ने में कितना समय लगाएगा ? 


सिपाही ह चोर 
| पा मन 00 मी० कम पदक हु 


. (संकेत : मात लीजिए सिपाही चोर को पकड़ने में ह घंटे का समय लगाता 
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000 _ 
है। तव, 8 >+नृहुक्कु "0 5] 


0. 55 कि० मी० / घंटा की गति से चलती हुई एक रेलगाड़ी !2 मिनट में 
कितनी दूरी तय करेगी ? 


4], /. प्रात: 8.30 बजे 6 कि० मी० / घंटा की समान गति से कार्यालय के 
लिए चलना आरम्भ करता है। & को एक संदेश देने के लिए 9 प्रातः 9 
बजे 9 कि० मभी० / घंटा की गति से & की ओर दौड़ना आरम्भ करता है। 
8 किस समय ४ के पास पहुँचेगा ? 


42, मान लीजिए कि समान गति से चलती हुई एक गाड़ी दिल्‍ली से अम्बाला 
तक की 20 कि० मी० की दूरी 2 घंटे 20 मिनट में तय करती है । दिल्ली 
से कुरुक्षेत्र तक की 60 कि० मी० की दूरी तय करने में गाड़ी कितना 
समय लगाएगी ? 


2,4 औसत 


आपने अपने दैनिक जीवन में प्रयोग होने वाले शब्द औसत (47०26) के 
विषय में सुना होगा। उदाहरणार्थ, आप समाचारों में किसी क्षेत्र में औसत 
दनिक वर्षा के विषय में सुनते हैं। आपका अध्यापक आपकी कक्षा की परीक्षा 
लेता है। आपकी उत्तर-पुस्तिकाएँ. लौटाते समंय वह परीक्षा में प्राप्त औसत 
अंकों की घोषणा करता है | क्ये। आप कुछ और स्थितियों के विषय में सोच 
सकते हैं, जहाँ आपके सम्मुख औसत आते हैं ? 

औसत की संकल्पना वास्तव में अति सरल है । संख्याओं के दिए हुए किसी ._ 
समुच्चय का आओऔद्तत ज्ञात करने के लिए हमें केवल सब संख्याओं का योग प्राप्त 
' करके उसे उतकी संख्या से भाग देना होता है। प्राय: हम औसत को 'श से 

व्यक्त करते हैं । ब 
आइए निम्न उदाहरण पर विचार करें: 
' उदाहरण 4 : एक फल विक्रेता की 0 क्रमागत दिलों की बिक्री (रुपयों में) 

निम्नलिखित है: ह 

50, 60, 70, 65, 53, ।27, 45, 5, 39, 440 

उसकी औसत देनिक बिक्री निर्धारित कीजिए । 
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हल : उसकी 0 दिन की कुल बिक्री निम्न है 
850--60--70-+-65--53--27--443-+-3 --39--40 
++500 
योग 500 
दिनों की संख्या. 0 
नमम्50 
: इस प्रकार, फल विक्रेता की औसत दैनिक बिक्री 50 रु० है। 


उदाहरण 2: गणित की छः मासिक परीक्षाओं में अनिता द्वारा प्राप्त अंक 
(00 में से) निम्नलिखित हैं 
70, 65, 70, 52, 85, 90 


उसके औसत मासिक अंक परिकलित कीजिए । 


हल : औसत ज्ञात करने के लिए हमें केवल सभी अंकों का योग ज्ञात करके 
उन्हें परीक्षाओं की संख्या अर्थात्‌ 6 से भाग देना है। 


इस प्रकार, औसत +- बन मन लक 


औसत देनिक बिक्रीऊ+ 


अतः, अनिता के औसत मासिक अंक (00 में से) 72 हैं । । 

उदाहरण:3.:%.दिछल्ली,में....अगस्त .[978' के::0 क़रमागत दिनों का दनिक 
अधिकतम तापमान ("(! में) निम्नलिखित है 

30.7, 28.4 33.3, 33.4, 30.5, 34.0, 34.0, 39.9, 27.4, 32.0 

औसत देनिक अधिकतम तापमान ज्ञात कीजिए 

हल : हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


१/-- 30.7-+-28.4-- 33.3 --33.4 --30,5--34.0--34.0--39.9--27.4---32.0 
0 


323,6 
सा +०० +२32.3 
0 है 


इस प्रकार दिल्‍ली में अगस्त 978 के 0 क्रमागत दिनों का औसत देनिक 
अधिकतम तापमान 32.36" है। 
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उदाहरण 4 : हरियाणा के किसी विद्यालय में 5 पुरुष अध्यापकों और 9 
महिला अध्यापकों की आयु (वर्षो में) निम्नलिखित है : 
पुरुष : 36, 28, 42, 33, 29, 2, 34, 28, 36, 29, 39, 40, 22,45, 48 
महिला : 37, 25, 28, 20, 3, 30, 34, 38, 27 
उनकी औसत आयु ज्ञात कीजिए । 
हल : पुरुष अध्यापक की औसत आयु निम्नलिखित है : 


36-28 --42+4-33-+29--2[ +- 34 +-28--36-+-29--39+40+22+45 + 48 
5 
वन्य -_ 34 
महिला अध्यापक की औसत आयु निम्नलिखित है : 
37--25--28--20--3--30--34--38--27 
9 


27 
ना-----30 
ढु 3 


इस प्रकार, हरियाणा के विद्यालय में पुरुष अध्यापक की औसत आयु 34 
वर्ष जबकि महिला अध्यापक की औसत आयु 30 वर्ष है। 

वंया आप इस तुलना से कोई निष्कषे निकाल सकते हैं ? 

*उदाहरण 5: छः संख्याओं का औसत [2 है। इनमें से किन्हीं पाँच 
संख्याओं का औसत |] है। छठी संख्या ज्ञात कीजिए । 

हल : आइए छः: संख्याओं के औसत को ! से व्यक्त करें। तब, (--!2 


रु ा रख गे ग 
साथ ही, ४ अटल 


2-5: संख्याओं का योग 
चीणणा पु एप: 
इस प्रकार, छः संख्याओं का योग 2>८65--72 है ! 


चूँकि किन्‍्हीं पाँच संख्याओं का औसत ] है, अतः यह स्पष्ट है कि इन पाँच 
संख्याओं का योग [] /८55--55 है। 


अर्थात्‌, 
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अतः, छठी संख्या+-72--$555-7 
*उदाहरण 6: दस संख्याओं का औसत 6 है। यह मानते हुए कि ग्यारह॒वीं 
संख्या--5 है, ग्यारह संख्याओं का औसत ज्ञात कीजिए । ' 


हल : क्योंकि दस संख्याओं का औश्वत 6 है, अतः 
दस संख्याओं का योग--09८65--60 
ग्यारहवीं संख्या +२+--5 
इस प्रकार ग्यारह संख्याओं का योग ८-दस संख्याओं का योग--ग्या रहवीं संख्या 
२++60--(--5) 
555 


अतः ग्यारह संख्याओं का औसत +-- 5 


प्रदनावली 2/.8 


. किसी परीक्षा में 27 विद्यार्थियों के अंक (50 में से) निम्नलिखित हैं : 
37, 26, 4, 25, 28, 39, 29, 35, 48, 20, 33, 6, 40, 43, 38, 
32, 44,,49,-27;87;99,:35५,.37,.42, 8;:88,.4 | 
औसत अंक ज्ञात कीजिए मर 
2. एक दुकानदार का देनिक लाभ (रुपयों में) निम्नलिखित है 
24, 29, 25, 28, 34, 3, 32 
उसका औसत देनिक लाभ परिकलित कीजिए 
3. पालिश करने वाला एक लड़का किसी महीने के 5 क्रमागत दिलों में 
निम्तलिखित राशि (रुपयों में) कमाता है 
8, 9, 7.50, 7, 8.50, !, 9, 6, 8.50, 8, 0, 0, 9, 9, 7 
उसकी औसत देनिक आय परिकलित कीजिए | 
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4. किसी कक्षा के 6 लड़कों की उंचाइयाँ (सेंध्मी० में) निम्नलिखित हैं : 
46, [4, 50, 52, 39, 58, 43, 55 
47, 42, 56, 50, 60, 58, 56, 47 
कक्षा में एक लड़के को औसत ऊँचाई कितनी है ? 


5. के अस्पताल में 25 नवजात शिक्षुओं के भार (कि० ग्रा० में) नीचे दिए 
गए हैं : 
2.65, 3.40, 3.00, 2.75, 3.5, 3.00, 3.0, 
2.80, 2.70, 3.25, 2.40, 3.30, 3.20, 3.35, 
3.20, 3.00, 2.75, 3.00, 2.85, 3.50, 3.00, 
2.90, 2.80, 3.00, 2.95 
एक नवजात शिशु का औसत भार निर्धारित कोजिए | 


6. एक टेलीफ्‌न एक्सचेंज में जुलाई 978 के किसी सप्ताह में प्रात: 0 बजे 
से प्रात: !! बजे तक आने वाले ठेली फनों की संख्या निम्नलिखित है 


सोमवार : 390 मंगलवार ; 375 बुधवार : 35] 
बृहस्पतिवार : 333 शुक्रवार : 384 शनिवार : 322 
रविवार : 260 


प्रति दिन आने वाले ठेलीफनों को औसत संख्या परिकलित कीजिए 


4, अगस्त [974 में 0 क्रमागत दिनों का कुल वाष्पीकरण (मि० भी० में) 
नीचे दिया गया है 


4.3, 3.2, 2.], 3.0, 2.4, 5.0, 4.6, 3.3, .2, 3.0 
औसत देनिक वाष्पीकरण ज्ञात कीजिए । 
$. दिल्‍ली में अगस्त 978 के 0 क्रमागत दिनों का दैनिक न्यूनतम तापमान 
(“८ में) निम्तलिखित है: 
26.2, 26.2, 26.5, 25.3, 25.7, 26.5, 
27.4, 26,, 24.4, 24.] 
औसत देनिक न्यूनतम तापमान ज्ञात कीजिए । ह 
9. फरवरी 978 में किसी प्राइमरी सकल में अनुपस्थित विद्यार्थियों की संख्या 
निम्नलिखित है : 
42, 5, 8, 3, 6, 0, 3, 4, 2, 2, 0, 
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, 4, 9, 4, है, 0, 0, 7, [!, 0, 5, !2, 8 
देनिक अनुतस्थित विद्याथियों को औसत संड्या परिकलित कीजिए। 
0, किसी कक्षा में 2! विद्याथियों की आयु (वर्षों और महीनों में) नीचे दी गई 
हैं; 


3-3, [4-0, [3-8, [4-, [4-0, 3-9, 
3-4, 3-8, 4-2, 3-], [4-], 4-2, 
3-9, 4-0, 3-7, 4-, 4-4, 3-2, 
3-8, 3-8, 3-3 
एक विद्यार्थी की औसत आयु ज्ञात कीजिए 
, एक बस दिल्‍ली से कुरुक्षेत्र की ।60 कि० मी० की दूरी 3 धण्टे |2 मिनट 
में तय करती है। बस की औसत गति परिकलित कीजिए 
$|2, पाँच संख्याओं का ओसत 2] है। यह मानते हुए कि छठी संख्या 33 है. 
इन छः संख्याओं का औसत परिकलित कीजिए 
. 3, आउ संख्याओं का औसत [2 है। नवीं संख्या को सम्मिलित करने से 
औसत [3 हो जाता है। नवीं संख्या निर्धारित कीजिए । 
*[५, थीस संख्याओं का औसत 4 है। इनमें से किन्‍्हीं उत्तीस संख्याओं का 
औसत 5 है। बीसवीं संख्या निर्धारित कीजिए । 
१5, (क) पहले तीत धनपुर्णाकों का औसत ज्ञात कीजिए । 
(ख) पहुले चार धनपूर्णाकों का औसत ज्ञात कीजिए 
(ग) पहले पाँच*धनपूर्णाकों. का औसत ज्ञात कीजिए.ै 


(घ) क्या अब आप पहले छः धनपूर्णाकों के औसत का अनुमात लेगा सकते 
हैं? आप क्या देखते हैं ? 


[हम देखते हैं कि पहले ॥ धनपूर्णाकों का औसत ही है।] 


एकक हुमा 
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इस एकक में यह हम सीखेंगे कि सांख्यिकीय आँकड़ों का चित्रीय निरूपण 
किस प्रकार किया जाता है। 


22.! प्रमिका 


आज के यग में अपनी प्रत्येक व्यावहारिक गति विधि में' हमारा सांख्यिकीय 
आँकड़ों से सामना होता है। हम एक समाचार पत्न देखते हैं, और उदाहरणार्थ, 
एक प्वारणी प्राप्त करते हैं, जिसमें वाषिक रेल दुर्घटनाओं की संख्या उनकी 
प्रकारों ((9॥०) के अनुसार दर्शाई होती है। हम कोई साप्ताहिक पत्न देखते हैं 
और, उदाहरणार्थ, एक दण्ड चार (॥97 था) प्राप्त करते हैं जिसमें अनेक 
वर्षी के लिए भारत के आयात और निर्यात दर्शाए होते हैं। फिर हम कोई अन्य 
पत्षिका देखते हैं और एक वृत्त-चार्ट (06-097) प्राप्त करते हैं जिसमें यह 
दर्शाया होता है कि संसद के अधिवेशनों में कितने संसद सदस्यों ने कितनी बार 
बोला है। हम अपनी वक्षा में जाते हैं । अध्यापक श्याम पट (04०८ 00&0) पर 
एक सारणी लिखता है जिसमें यह दर्शाया होता है कि उसके द्वारा ली गई एक 
परीक्षा में 40% से कम, 40% से 60% के बीच और 60% से अधिक अंक 
कितने विद्यार्थियों ने प्राप्त किए हैं 

संख्यात्मक आँकड़ों की मुख्य विशेषताओं को सामने लाने में सारणियाँ, दण्ड 
चार्ट, वत्त-चार्ट अति उपयोगी होते हैं । अगले अनुच्छेदों में हम संख्यात्मक आँकड़ीं 
के कुछ चित्तीय निरूपणों पर विचार करेंगे । 
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22.3 चित्रीय निरूपण: चित्रालिख 
आइए निम्त उदाहरणों का अध्ययन करें । 
उदाहरण ! : एक अछ्वरापक* 35 विद्याथियों की एक कक्षा के प्रत्येक 


विद्यार्थी से अपने मसक्‍सन्द पशु अथवा पक्षों का नाम लिखने को कहता है। 
निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होते हैं : 
कुत्ता बिल्ली तोता कबूतर घोड़ा खरगोश 
5 8... 9 4 6 3 
उपरोक्त आँकड़ों को आकर्षक रूप से निरूपित करने के लिए एक चित्रालिख 
(ए००ह्टा४७॥)खींचा जा सकता है। हम चिन्हों के बीच समान दूरी रखते हैं 
ओर, एक्र चित्ालेख प्राप्त करते हैं जेसा कि आकृति 22.! में दिखाया गया है । 


कुत्ता ँ हद 6॥ 6 ॥ कं 

बिल्ली | (2 ८2 | | | 2 &! ह 
खा प्र 
सर. ओ आज आज 

का... हक उक) अड॥ पैड कठ उडी 


न 
खरगोश कि आह) हे 


आक्षृति 22. 


चित्ालेख हारा कछ मुख्य विशेषताएँ तुरस्त पे आ जाती हैं। क्या आप बता 
सकते हैं कि 35 विद्याथियों की इस कक्षा में सबसे अधिक मनपसन्द पशु अथवा 


अध्यापक के लिए टिप्पणी (कक्षा के क्रिया-कलाप के लिए सुझाव) 


अपनी कक्षा के प्रत्येक विद्यार्थी से कहिए कि वे अपनी सनपसनन्‍्द पशु अथवा पक्षी का 
नास लिखें। उपरोक्त रूप से एक बंटन बनाइए और बच्चों से चित्नालेख बनवाइए | 
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पक्षी कौन सा है ? और सबसे कम मनपसन्द कौन सा है ? 

यहाँ हमने एक पशु अथवा पक्षी को निरूपित करने के लिए एक चिन्ह का 
प्रयोग किया है। जब संख्याएँ बहुत बड़ी होती हैं तो यह वाँछित होता है कि 
एक चिन्ह द्वारा एक से अधिक व्यक्तित या वस्तु को निरूपित किया जाय। हम 
निम्न उदाहरण लेते हैं : 

उबाहरण 2 :; कक्षा शा के पाँच अनुभागों में अगस्त 978 के किसी दिन 
विद्यालय में उपस्थित होने वाले विद्यार्थियों की संख्या नीचे दी गई है : 
अनुभाग ७  ऊफ$ ( एछ ४8 
उपस्थित विद्याथियों की संघधा 32 30 3$6 35 40 





| मत + *. | 
|| “54 विद्यार्थी 
ही 


आकृति 222 - 
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भाव लीजिए कि हम एक चिन्ह द्वारा, उदाहरणार्थ, 4 विद्याथियों को निरू- 
पित करते हैं। तब हम एक चित्रालेख प्राप्त करते हैं जेसा कि आकृति 22.2 में 
दिखाया गया है । 


ऐसे चित्ालेखों, जिनमें आशिक चिन्हों का प्रयोग होता है, की पढ़ना कुछ 
कठिन होता है । 


उदाहरण 3 : किसी विद्यालय में चार हाऊत्त (0089) हैं। प्रत्येक हाऊस 
में लड़के और लड़कियों की संख्या नीचे दी गई है : 


लड़कों की संख्या 


अशोक 80 






लड़कियों की संख्या ! 








चच्ह्गप्त 


विक्रमादित्य 





शिवाजी 


परोक्‍त आँकड़ों को एक चित्ानेख द्वारा निरूपित करने के लिए हमें दो 
चिन्हों की आवश्यकता है--एक लड़कों के लिए और दूसरा लड़कियों के लिए । हम 
मान लेते हैं कि लड़के का एक चिन्ह, उदाहरणाथे, 20 लड़कों को और लड़की 
का एक चिन्ह 20 लड़कियों को तिरूपित करता है| हमें एक चित्ालेख प्राप्त 
होता है जेसाकि आकृति 22.3 में दिखाया गया है । 


39] 
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अशोक 


चन्द्रगुप्त 


| विक्रमादित्य 


शिवाजी 


आकृति 22.3 
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हमें लड़कों और लड़कियों के चिस्हों को अलग-अलग पंक्तियों में रखते की 
आवश्यकता नहीं है। हम निम्त चित्रालेख भी बना सकते हैं जेसा कि आकृति 
22.4 में तीचे दिखाया गया है: 





अशोक | 
६३ 
हर 


जा... ॥॥॥77774449744 


>>. आओ 


आकृति 24.4 
....-जउंदाहरण 4 : (चित्रालेख को पढ़ना) एक किसान द्वारा लगातार 6 सप्ताहों 
. में लगाए गए पौधों की संख्या आकृति 22.5 में दी गई है। 
(क) किसान ले .प्रत्येक सप्ताह कितने पौधे लगाए ? 
(ब) किसान ने 5: सप्ताहों में कुल कितने पौधे लगाए ? ह 
(ग) किस सप्ताह उसने सबसे अधिक पौधे लगाए ? किस सप्ताह सबसे कम ? 
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ब्ताह। जी फर्फ एफ ऊफफऊ ऊफफफफ 
त्व2 फ फफफफफ फेक फ अं फ 
स्ताह3 9 ए फ ४ ४ ४ ४ 
स्ताह4 के ह के के हे हे के फ फ्े की के $ ही ४१ 
प्ताह 5 3 9 हे फ $ एफ फ$ 
त्वह6 ही फेक फेक फ 
आकृति 22.5 
हुल : चूँकि पौधे का प्रत्येक चिन्ह 00 पौधों को निरूपित करता है, अतः 
हम चित्नालेख में प्रत्येक सप्ताह के चिन्हों की गणना करते हैं। 
_(क) अतः हम प्रत्येक सप्ताह में लगाए गए पौधों की संख्या के विषय में... . 
। निम्न सूचना प्राप्त करते हैं : 
सप्ताह | 2 3 भै 5 6 
पौधों की. !400 7200 800 350 000  00 
संख्या 


(ख] स्पष्ट रूप से किसान द्वारा लगाए गए कुल पौधों की संख्या 
400--200 --800--350 --000 -- [00--6850 है। 
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(ग) सप्ताह ! में किसान ने सबसे अधिक पौधे अर्थात्‌ ।400 पौधे लगाए। 
सप्ताह 3 में उरुने सबसे कम पौधे अर्थात्‌ 800 पौधे लगाए। 


प्रश्चावली 22,4 
4. किसी दुकानदार द्वारा किसी सप्ताह में बेची गई ट्राइस किलों (तीन पहियों 
वाली साइकिलों) की संख्या निम्न है : 
सोमवार मंगलवार बुधवार बृहरपतिवार शुक्रव/श शनिवार 
6 ]8 36.... 20 0 5 
पा द्राइसकिल को निह+पेत करने के लिए एक चिसह का प्रयोग करते हुए 
एक चित्रालेख बनाइए। ह 
2. रविवार की एक सुबह मदन 8 बजे से |2 बजे तक के बीच अपने घर के 


सामने से गुजरते हुए वाहनों की धंज्या लिखता है। वह॒ निम्न सूचना 
प्राप्त कप्ता है : 





दारे 42 
जीएें ह 8 
द््क 35 
आटो रिक्शा 25 
साइकिलें ॥7 


ज्पर.क्त थूचना को निरूपित करने के लिए एक चित्नालेख बनाइए | 


# 3 आक्ृति 22.6 में 'कसी विद्यालय की कक्षा [४ और ऊ्‌ के विद्यार्थियों की 
उनके पहले नामों के पहले अक्षरों के अतुसार संख्या दर्शाई गई है । 
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दी की. ढ॥ 9 
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पे 
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(के 2 9 3 ! ० 4, 
7: ह 0 8 (88% 5 


री 9५ है टन ५ भर शि्‌ दि 
! ॥्‌ 582 ता है।(६ | 
आकृति 22,6 


(क) कौन सा अक्षर सबसे अधिक बार आता है ? 
(ख) कितनी लड़कियों के पहले नामों में पहला अक्षर ( है ? 
(ग) कितने लड़कों के पहले नामों में पहला अक्षर २ है ? 
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(घ) उपरोक्त सूचना को निम्न सारणी के रूप में निरूपित कीजिए : 


लड़कों की सख्या |लड़कियों की संख्या 


हि, 
प्र 
अय 
्ि 
४ 
ध्रि 





4. एक सप्ताह के लगातार 6 दिलों में एक दुकानदार द्वारा बेचे गए बल्बों 
की संख्या नीचे दी गई है : 


दिन ] 2 3 4. 5 6 
- बेचेगए 48 36... 42 0 क्‍08 30. 
बल्बों की संख्या. 
उपरोक्त सूचना को एक चित्रालेख द्वारा निरूपित कीजिए । 
5. चार भिन्न वर्षों में गणतंत्र दिवस की परेड में भाग लेने वाले एक विद्यालय 
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के विद्यार्थियों की संख्या नीचे दी गई है: 


हा जाए 


वर्ष लड़कों की संख्या लड़कियों की संख्या 
मी उस पर 
974 35 30 
975 30 37. 
976 28 35 
977 33 24 





'अबक++»७४आथ. 


उपरोक्त सूचना को एक चित्ालेख द्वारा निरूपित कीजिए । 


6, पाँच भिन्‍त वर्षों में भारत के प्राथमिक/जूनियर बेसिक विद्यालयों को 
संख्या नीचे दी गई है : 


--गिनिनदिव 950-5॥955-56[960-6|965-66॥973-.74 


प्राथमिक/जूनियर बेसिक 
विद्यालयों की संख्या 
(हज़ार सें) 





उपरोक्त सूचना को एक चित्रालेख द्वारा निरूपित कीजिए । 
22,3 चिल्रीप निरूपण--दण्ड चार्ट अथवा दण्ड आलेख 


चित्र बनाने में हर कोई अच्छा नहीं होता । चित्रीय निरूपण की एक अन्य 
विधि जो चित्नालेखों से सरल होती है, दण्ड चाट (0 शाक्वा(5) अथवा दण्ड" 
आलेख (4 2790॥5) बनाने की है। एक चित्रीय चिन्ह की अपेक्षा किसी 
व्यक्ति या वस्तु को निरूपित करने के लिए हम एक वर्ग (इप्ाक्षा९) का प्रयोग 
करते हैं। आइए अनुच्छेद 22.2 के उदाहरण पर पुनः विचार करें। हम वर्गे 
के एक चिन्ह द्वारा एक पालतु पशु था पक्षी को निरूपित करते हैं। इससे हमें 
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निम्न चित्नीय निरूपण प्राप्त होता है : 


कुत्ता [व] 


बिल्थी... [रत] 
वोता.. रत] 


बड़ ...]..4 
खरगोश [[][] 
आकृति 22.7 


इस निरूपण को दण्ड चार्ट अथवा दण्ड आलेख कहा जाता है.। दण्ड चार्टों 
को क्षेतिज रूप से जेसा कि आकृति 22.7 में दिखाया गया है अथवा जैसी कि 
प्रथा है, ऊ्वाधर स्तम्भों (7०४०४ ००एा॥8) में जेसा कि आकृति 22,8 
अथवा आकृति 22,9 में दिखाया गया है खींचा जा सकता है। 































2 सजा उधर आज आय लात 
[न कि [न 
2 न न 
0 2 

[2 [[/[[£/[ छ्ि| 

था. धरना जाना शान बा 
[£/[[£/[7/£4[7[_४7 





कुत्ता बिल्ली तोता कबूतर घोड़ा खरगोश 


आकृति 22.8 
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आकृति 22.8 में, चूँकि एक ग्राफ पेपर का प्रयोत्त किया है, अतः प्रत्येक 
पालतु पशु या पक्षी की संख्या निर्धारित करने के लिए हम सरलता से प्रत्येक 
आयत में वर्गों की संख्या की गणना कर सकते हैं। जब ग्राफ़ पेपर का प्रयोग 
नहों किया जाता तो ऊर््वाधर अक्ष के अनुदिश पेमाना ($०४।०) दिखाया जाता 
है। इस प्रकार हम एक दण्ड चार्ट प्राप्त करते हैं जंसा कि आकृति 22.9 में 
दिखाया गया है । 





न+ >> ८0 + का 5) चय 50 






|| ]॥ कबूतर घोड़ा खरगोश 


आकृति 22.9 


अनुच्छेद 22.2 के उदाहरण 3 के लिए हम एक दण्ड आलेख किस प्रकार 
बनाएँगे ? हमें पुनः दो चिन्हों की आवश्यकता है--एक लड़कों को निरूपित 
करने के लिए और दूसरा लड़कियों को निरूपित करने के लिए। चूँकि हम दण्डों 
(अथवा आयतों) को प्राप्त करना चाहते हैं, अतः हम एक चिन्हु को छायांकित 
कर (रंग भर) देते हैं और दूसरे चिन्ह को वेसे ही छोड़ देते हैं। उदाहरण 3 में 
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दी गई सूचता के लिए हम निम्न दण्ड आलेख प्राप्त करते हैं। (देखिए आकृति 
22.]0 भर आकृति 22.[) 


-5 20 लड़के 


|] -< 20 लड़कियाँ 






>> >> ८०७ ##+ ८7 ६22 +-3 (० 


अशोक... चबद्रगुप्त विक्रमादित्य, शिवाजी 


: आकृति 22.0 
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न्‍्ए 20 लड़के 
[] ज+ 20 लड़कियां 





अशोक चन्द्रगुप्त विक्रमादित्य शिवाजी 


आकृति 22.॥ 
प्रश्नावली 22.2 


. अनुच्छेद 22.2 के उदाहरण 2 में दी गई सूचता को निरूपित करने के लिए 
एक दण्ड चार्ट बनाइए । 
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2, भारत में 7 भिन्‍त वर्षों में सावंजनिक संस्थानों की संख्या नीचे दी गई है : 


वर्ष 95] 956 965] ]966 969 974 977 
सावजनिक संस्थानों 
की संख्या 5 2 48 74 85 22 45 


उपरोक्त सूचता को विकूपित करने के लिए. एक दण्ड चार्ट बनाइए । 


*3. निम्नलिखित सूचना को तिरूपित करने के लिए एक दण्ड चार्ट बनाइए : 
वर्ष 952 957 492 97 97 97 
महिला संसद 
सदस्यों की संख्या 22 27 34 3] 22 9 


# 4, निम्न 5 वर्षों के लिए भारत के आयात और निर्यात को तिह॒पित करने के 
लिए एक दण्ड आलेख बनाइए : 


वर्ष ]92-3 4973-74 974-75 975-76 96-77 
आयात 
(सौ करोड़ 

रुपयों में). 9 30 45 53 5] 
निर्यात 
(सौ करोड़ 2. 

रुपयों मैं) 20. 25 33. 40 | 

5, भिन्‍न-भिन्‍न वर्षों में सड़क दुर्घटनाओं की संख्या उनके घटित होने के कर्ष 

सहित नीचे दी गई है : 


वर्ष ]970 97] 972 4973 974 
सड़क दु्धेटनाओं 

की संख्या 

. (हजार में) [0. भर 98... 99 79 


एक दण्ड चार्ट बनाइए। 
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6. निम्नलिखित सूचना को निरूष्ति करने के लिए एक दण्ड आलेख बनाइए : 
वर्ष [969-70 970-7] 97]-72 972-73 973-74 
भारतीय रेल 

द्वारा तय 
की गई दूरी 
(मिलियन 
कि० मी० में). - 473 467 474 473 433 
+. भ्श्नावली 22.] के प्रश्न ] में दी गई सूच्ता को निरूपित करने के लिए 
एक दण्ड चार्ट बनाइए । 

8. प्रश्नावली 22.] के प्रश्न 2 में दी गई सूचना को निरूपित करने के लिए 
एक दण्ड आलेख बनाइए । 

9. (कक्षा में क्रिया-कलाप के लिए सुझाव) 

विद्यालय के खेल के मंदान में 00 मीटर की दूरी चिन्हित कीजिए । 
अपनी कक्षा के प्रत्येक विद्यार्थी से कहिए कि वह 00 भीटर चले और 
लगाए गए समय को लिख ले। इस सूचना को निरूपित करते के लिए 
विद्यार्थियों से दण्ड चार्ट बनवाइए। 
40. प्रश्नावली 22.] के प्रश्न 4 में दिए गए आँकड़ों को निरूपित करने के लिए 
एक दण्ड आलेख खींचिए। 
॥7. प्रश्नावली 22.] के प्रइन 5 में दी गई सूचना को एक दण्ड चार्ट द्वारा 
निरूपित कीजिए | न 
“ "2. (कक्षा में क्रिया-कलांप के लिए सुझाव) ० फल 
अपनी कक्षा के पांच विद्यार्थियों से कहिए कि वे अपने पाँच मित्रों की प्रति 
सिनट नाड़ी की गति ([97/5८-06४) को भिनें। इस प्रकार प्रत्येक को जो 


सूचना प्राप्त होती है उसे निरूपित करने के लिए उनसे दण्ड आलिख 
बनवाइए। 


मुख्य संकल्पनाएँ 
। चित्तालेख दण्ड चार्ट 


परिशिष्ट [५ 


कुछ महत्वपूर्ण सूत 


[कोष्ठकों के अंदर पृष्ठ संडपाएं दी गई हैं। सभी अक्षरों के सामान्य अथ हैं ॥] 
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प्रइ्तावली 2.] 

4 स्थिति () में ४४, / और #8 का प्रतिच्छेद बिन्दु है; स्थिति (॥) में ॥(, / और 
४8 का प्रतिच्छेद बिन्दु है; 5. () बिन्दुओं » और छ की सममिति रेखा तथा रेखा / 
का प्रतिच्छेद बिन्दु जहाँ & और 9 गाँव हैं तथा / सड़क है, (7) / और #& का प्रति- 
च्छेद बिन्दु जहाँ 8, & का / के सापेक्ष सममित है; 6, हाँ; 7, हाँ; 8. हाँ; 42, नहीं; 
हाँ, 0". 20", 240? और 3607; 3, प्ञ,], 70, 0, $, 5" और 7? 

प्रश्नावली 2.2 
. 3.2 सें० मी०; 3, .5 सें० मी०; 4. 3 सें० मी०; 5. शा, सबसे 'छोठा' है 
प्रन्‍्नावली 3. 

. () 72 () 777 (8) 657 (४) 457 (५) 40"; 2, समकोण त्रिभुज; 
3, 45, 45, 90% 4. (), (॥) और (9) में संभव, (॥), (९) कौर (९) में 
असभव . 

प्रइनावली 43.2 

4, 54), 54); 2. हाँ, 50१; 3, समकोण के सम्मुख, अधिक कोण के सम्मुख; 
4. ()) हाँ (॥) हाँ (॥) हाँ (५) हाँ; 5. (0 और (॥); 6, ()/५, ८8, ८८० 
) 0० 9 <& [7) ८5, ८8, “0 (५९) 8, «&, “९ 
7, (0) 40, 8८, 8 (॥) 60, 48, 82 (क्र) 80, 38, 42८ (॥४) 80, 40, 
#ऊ (९) 80, 48, 8८: 

प्रशनावली 43.3 

3, हाँ, हाँ, हाँ; 4. हाँ; 5. हाँ; 6. हाँ, हाँ; 7. (!) केल्रक (॥) लम्बकेन्द 

(॥|) अंतःकेन्र (५) परिकेन्द्र 


4]6 गणित 


प्रन्‍नावली 4.]. 
. (!) विषमबाहु (॥) समह्विबाहु (॥) समबाहु (7) हाँ 
' प्रदनावली 4,4 
2, 30% 60९ 
प्रघनावली 5._ 
4, हाँ, हाँ; 3. हाँ; 4. हाँ 
प्रदनावली 45.2 
4, 20% 2. (क) और (४); 3. () हाँ (४) हाँ (7) हाँ (४) हाँ (४) हाँ 
प्रझनावली /6.7 
3, हूँ, हाँ; 4. हाँ, हाँ, हाँ, हाँ; 5. हाँ, हाँ 
प्रदनावली 6.2 
3, हाँ; 4, हाँ । 
प्रदनावली ।7.] 


4, () 6.66 वर्ग सें० भी० (7) 24.2 वर्ग सें० मी० (8) 24000 वर्ग 
सें० मी० (४) 6650 वर्ग सें० मी०; 2, (+) 8.49 वर्ग सें० मी० (#) 4400 वर्ग 
सें० मी० (॥). 39.69 को सें+ सी ((7)32-49 वगेंनसें० भी>३ 3. (।) 3.5 सें० मी० 
() !.5 मी०; 4. 6 सें० मी०; 5. (7) 25 मी० (६) 00 मी० (॥0] 50 मी०;.... 
6. 224 वर्ग मी०; 7, 3000 5०; 8, 600; 9, 62.62 र०; 0, 836 रु०; 
4!. 900 वर्ग मी०; 42. 8528 रु०; 3, 74625 ₹० 


प्रदनावली 7.2 


4. ()38,22 वर्ग सें० मी० (॥) 8.27 वर्ग मी० (7) 2275 वर्ग मि० मी०; 
2. 22 सें० मी० 
प्रशनावली 77.3 


. () 9.05 वर्ग सें० मी० (॥) 9.35 वर्ग सें० मी० (7) 42000 वर्य 
सें० मी०; 2, () 43.7 वर्ग सें० मी० (7) 94.85 वर्ग सें० भी०; 3. 0 सें० भी०; 
4, 60 वर्ग सें० मी० 
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प्रदनावली 7.4 

(. 426 वर्ग सें० मी०; 2, 8 सें० मी० किक 6 नहतकल री पं 
प्रदनावली 8,] 

4. हाँ; 2. हाँ, हाँ; 3. हाँ; 5. (क) हाँ (ख) हाँ 
प्रशनावली 9. 


. (क) 00, 5 अंक (ख) 999, 6 अंक; 3, (क) 2 (ख) 5 (ग) 4 (घ) 5; 
4. () 29 (॥) 33 (आ) 49 (0ए) 62 (४) || (सं) 203 (शा) 37 (शत) 345 
(9) 426 (0) 657 (6) 808 (0॥) ]] (ह) 302 (५) 6089 (५४) 7539 : 
(हएं) 8090 (हज) 77007 (उशा) 6826 (ऊंड) 20203 (४72) 20202; 
5, ]2] मी०; 6, 78 मी०, 89 मी०; 7. 6: 5 


प्रशनावली 9.2 


4. 08। (236, 4 /779524 0002000] . ........५ +०- 
2209 43025"  9042049.,. * ॥2344532[' ह 


44944. ८, ?. 7, 6. ६.3. 9,7०0. ३0, 2, 22; 


"539584॥7' “97 “व [7 87 कि 2 
42..2९ ; 3. ९3 ; ॥4, 23. ॥5. 227; 6. -202 
304 32] ]7 987 
॥7.-370 . 48. _567, 49. 02, 20, 200] 
ठ्रह्ठा वृढ5 प्रतव 50] 
प्रशनावली 20. 


4, वा, 79, गा, 79, ॥; 4. आयत; 5. हाँ; 6, इनसे एक तिभुज बनता है; 7. हाँ; 
9. वे >-अक्ष पर स्थित हैं; 80, वे ४-अक्ष पर स्थित हैं; 
44, (क) सत्य (ख) सत्य (ग) सत्य (घ) असत्य (ड) सत्य (च) सत्य 


प्रशनावली 2.॥ 


३, 20 रु०, 500 रु०, 6: 25; 2, 42 र०; 3, 6: 5; 4, 5: 2; 5. 4: 7; 
6, &--]000 र०; 8---3000 ₹०; (-4000 रु० 





गणित 


प्रदनावली 2.2 


4. 6) 8 (8) 27 (॥॥) ॥] (५) 35 (२) 4 (श) 33 (शा) 6; 32; 
उे. (क) 5 मी० (ख) 20 मी०; 4. 73 सें० मी०; 5, 87.5 डालर; 6, 5 मिनट; 


म, है२ू८6, #5-2; 8. --42; 9. () जज पा) ग्प्ः 0, (0) 4.9 
()78.4 (॥) 5 0 मम 
प्रदनावली 2.3 
2. (क) 60% (ख) ! (ग) 000; 3, 90; 4, 32; 5. 3९%; 
2 अर 





प्रझनावली 2].4 
. 7.20 २०, 5%; 2, 53 रु०; 3, 380 ₹०; 4, 35000 ₹०; 5. 6$%, 
6, 20 २० हानि; 7. 550 रु०, 66 रु०; 8, 25000 ₹ू० 
प्रबनावली 2.5 
4, 98 रु०, [792 ₹०; 2, 6%6; 3. 2000 ०; 4. 9%; 5. ! मे वेषे; 
6. 0%; 7. 5%; 8, 20 वर्ष 
प्रशनावली 2.6 


], 288 कि०,मी०;..2. 60%; 3, 80 कि&, सरी०/,4 4 घंटे; 5. 625 ₹०; 
6. 66 कि० मी० प्रति घंटा; 7. 0 दिन; 8, 57848 रु० ि 5 


प्रडनावली 2.7 


4. ह दिन; 2, ।६ घंटे; 3, 9३ दिन; 4, 6 दिन; 5. 4 दिन; 6. [2 दिन; 
7, 6 दिन; 8, 2 कि० मी०; 9, 3 मिनट; 40, !] कि० मी०, [[, प्रातः काल 0 
बजे; ]2, ।.$ घंटे 


प्रशनावली 2.8 


4. 34 अंक; 2, 29 रु०; 3, 8.50 रु०; 4, 50 सें० मी०; 5. 3 किलोग्राम; 
6, 345 टेलीफून; 7. 3.2[ मि० मी०; 8, 25.8 77८ 9. ॥] विद्यार्थी; [0, 3 वर्ष 
9 महीने; [, 50 कि० भी० प्रति घंटा; 42. 23; 43, 27; 4.-..5; ॥5, (क) 2 
(ख) $ (ग) 3 (घ) ; 


अंक 

अंतः केन्द्र 
अंतः कोण 
अंत: प्रविष्ट 
अंतः समद्विभाजक 
अंश 

अक्ष 

अक्षांश 
अधिक कोण 
अनुक्रमानुपात 
अनुदिश 
अनुपात्त 
अभ्यंत्तर 
अभिगृहीत 
अ्धवृत्त 

' अवतल 


अवयव 
असममभित 


असमान 

अँकड़े 

आकार 

आकृति 

आधार 

आनुपातिक स्थिरांक 
आयत 
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काश. 

॥7060076 
[0९8007 ॥02906 
॥0-शापत्रवां, 
678 986९0 
प्रपाशशा दा0' 

855 

]67/702 

0०0008९ ॥॥296 
खाल एबसंब्राणा .. 
8078 

780 

ग्रा।&ड[07 
7005(0[७/९ 
5शगा0०॥एऐँ७ 
0०7९8 ए९ 


एांहाशा 
707-8ए॥॥700]0 


प्राश्पृपको 

१898 

8॥8.96 

ग्री80/8 

8956 

००प्रडाबएं 0 90000००४॥५ 
7९टथा शा 6 
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आलेख 
आलेखन 
आसनन्‍्न भुजाएँ 
इकाई/एकक/मात्रक 
इकाई की विधि 
उत्तल 

उपपत्ति 

ऊंचाई 

ऋ जु कोण 

ऋ: जुरेखीय 
एकांत्तर कोण 
औसत 

कर्ण 

काम 

केन्द्र 

केन्द्रक 

केन्द्रीय कोण 
केन्द्रीय सममिति 
कोटि 

कोण 

ऋ्रमागत 

क्रय मूल्य 
क्षेत्रफल 

गणित 
गृुणनखंड की विधि 
चात 

घूर्णन 

घूर्णन सममिति 
चक्रीय चतुर्भुज 
चक्रीय बिदु 
चतुर्थाश 


(१2० क#सि0 800: 





गणित 


शाधा०5 

ए0078 
80]808॥ 985 
पाया: 

फरयोक्ताए ग्राहा॥56 
०00ए८5% 

एा00ा 

प्रछांश( 

5ॉतवधां8 8726 
एल्टा।76७&7 
9]छप्राववा& धा265 
8५९7१ ४०९ 
0५97907:७7056 
ज्0ा 

0६78 

व्ध्गापएठगंत 

एल्पाएतंं ७086 
लाए इज ढा प्र 
0वाग्रहवा6 





एणाउल्टपराए8 /  * 
005. [708 

घ्प्र्व 

ग्रदवा677 2405 

चिए(07 एाढाए0व 
छण्फ्था ' 
ए०णॉदा307 

70707] 8४५णरा6079 
2एलाए वृष॥बतताशिालावों 
०00०70ए०॥० [#ण०॑ंघाड 


तुष्श्नताक्ाएं 


चतुर्भज 
चतुर्भजीय क्षेत्र 
चाप 
चित्रालिख 
चिन्ह 
चौड़ाई 
जीवा 
जैधविकी 
तदनुरूपी /संगत 
तल 
तापमान 
तियंक रेखा 
- ब्रिज्यबंड 
क्षिज्या 
द्विभुज 
दक्षिणावर्त 
दण्ड आलेख 
दण्ड चाटे 
दर 

दर्षण प्रतिबिम्ब 
दर्शांश 
दिशा 

दीर्घ चाप 
दूरी 
निरूपण 
निर्देशांक 
न्यून कोण 
परिकेन्द्र 
परिधि 
परिमाप 
परिद्विज्या 
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व्रपबव9( लव 
दष00809708॥ #॥6९807 
क्राए 

#0एठशाकफाी 
अंछ[5थ90] 
फब्बता/ शाप 
ए0ातं 

000089 
0००785[0070[|08 

976 


(६0]0878७॥६ 


05005 
$९02007 
780[05$ 
(79/02]6 
०0०८९फ्रां58 
5७" कण) 
एथा ऐएक्षा 


578/6 


777707 7॥704888 
०) 98] 
ताल्ल्लांगा 
ग्रह्यु0/ काए 
88688708 
78[/852780०ा 
९007078/8 
80768 8786 
णजाएपः०शाए'8 
एंएाप्रा7शलि8१06 
एछशागलध्ाश' 


साटप्रारब्वद प$ 
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परिगत वृत्त 
परिवृत्त 
परिशिष्ट 
पर्यबेक्षण 

पाद 

पूर्ण बर्गं 
प्रतिच्छेद बिदु 
प्रतिवर्ती 
प्रतिशत 
वराबर/समान 
ब्याज 


“अहिर्भाग ........... 


बाह्य कोण 
बिदु 

भाग की विधि 
'भूज 

भुजा 

भौतिकी 
माध्यिंका 
मापन 

मिश्रधन 
मूलधन 
मूलबिदु 

मैट्रिक 

युग्स 

योग 

रचना 

रसायन 

रेखा 

रेखांश 
रेखाखंड 
रेखिक सममिति 


गणित 


टए2075ट0 €ते ठांप्टाड 
साएपारलां।26 
3070थ79[5% 
098867एथा0॥ 

6्ठां 

१8 १ ० १॥॥0 ८ 
एछ0व77 07 ३778278९20 
7ी8फ 

छलच्ाट्शा 

€्पुपवा 

॥00] 4०) ००4 

0०५९६४07 

टह(82707 का९[2 


क्‌णा 


9ए507॥ परा८०00 
8052955& 

806 

[277/8405 

70 व 7] 
ग्रार्वशधाशारशाओ, 
हा)0 07 
काधएंफव। 
ग्ाशा। 

ग6॥7]0 

फर्श 

इच/ 4१60॥ 
ए0ा5$[7ट0॥ 
0॥0ा॥987% - 
॥6 

08प0९ 

वत९ 50807 ९(/5०६॥007/ 
[या $४॥76॥9५ 


लघु चाप 
घम्ब 
लम्बकेन्द्र 
लम्ब समद्रिभाजक 
लम्बाई 

लाभ 

वगं 

बर्गेमूल 

बृत्त 
वृत्त-खंड 
वृत्त चाटे 
व्यास 
ब्युत्कमानुपात 
बामावर्त 
बाष्पीकरण 
विक्रय मूल्य 
विकर्ण 
विनिमय दर 
विलोम 
विषम 
विषमबाहु 
शीर्ष 
शीर्षकोण 
शीर्षलम्ब 
संकल्पता 
संकेन्द्रीय वृत्त 
संगामी 
संदिग्ध स्थिति 
संपाती 
संपूरक 

सम 

समकोण 
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ग्रा)07 70 
एथफ्‌थातीएंत्रा' 
0ठटशापए8 
एनफ्थावीए्प्रक्षा 08०00/708॥6 ४४००० 
॥ 4 48 | 

एाणी 

8प्रुपश्चा8 

इधु08/'8 700( 

(६९० 

$88007/ 07 & थं008 
एॉ6 जीषा। 

त्रंक्राशश' 

फ्रधाल्ल एथ्योा4त0॥ 
क्षाए]007०१५86 
€ए00क0॥ 
$०[प08 9706 
उं320१ा 

26 0 65४०॥०४॥8६ 
007एश१४९ 


- 596 


80&8॥8 

॥ (०287. 

एच 0॥86 
80[7068 

०0०7067( 
९0०॥०0७॥0770 लाए]88 


९0 ॥0ए7' € 7. जफाम, >उथयवयकाण बात हद 
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तमकोणिक निर्देशांक 
पमचतुर्भज 
पमह्विवाहु 
समद्विभाजक 
समद्रध्थ 
समवाहु 

सम्मुख 

समय 

समलंब 
प्ममित' 
प्ममिति 
सममिति केन्द्र 
समांतर 
समांतर चतुर्भूज 
समानुपात 
पर्वागसम 
सर्वांग्सभता 
सांख्यकीय आंकड़े 
साइज 
साधारण व्याज 
सीमा 

मृत 

हर 

हाउस , 

हानि 


4) रे 


गणित 


7004॥80[9/ 0007 08688 
707॥7008 

8080885 

98600 

€(ए०४ ४7 
ध्यप॥शव 

00098 

(6 

॥900४0॥ 
8ण॥0५0 
5प्ाशा'ए 

00॥78 0 8शा॥609 
एशथीह 
0878]8|028॥0 
97000॥07 
0०"शएका। 
0०700008 
श#9908| 048 

828 

96 06४ 
00047ए 
शाप 
एथाणाएं।क्रण 
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